Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2015/16

Na ¢wiczeniach 10.11.2015 omawiamy kolokwium 2 (takze wersje E).

Rozwigza¢ nieréwnosci:

54. Vi+2Vr—2<va?—1 55. Va2 +27> 2
56. V4z —4— 12 < 27 2007 57. ||||lz] —1|—=1]—1]—1]|—1| <;
58. Va2 —2r+1+vVa?—dr+4<vVa2+2x+1+vV22 -8z +16 59. ’x2—25’ <24
60. 2" —5r* +4 <0 61. (z+5)* "+ (z+5)" < (Bx+1)*" +(3x+1)7
62. (z2+1)""2 < (22 +1)" 63. (2*+x+1)*" > (2* +a+1)"
Uprosci¢ wyrazenia
64. 42Tloea7 65. log, 52-logs9 66. log,2+1ogss9
67. log,, (mn) -log, (mn) dla liczb naturalnych m i n wiekszych od 1.
log,,,(mn)+log, (mn)
68. log 51 (V2+1) 69. 210830 _ 5logs2

70. Dla ilu trojek liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ r6znych od 1 spelniona jest
podana réwno$é? Dla wszystkich? Dla zadnej? Dla niektérych (podaé mozliwie wiele
istotnie réznych przyktadow)?

a) log,(bc) = (log,b) +log,c
b) IOga(bC) = (logab) ) IOgaC

c) log,(b+c) = (log,b) -log,c
d) log,(b+c) = (log,b) +log,c
e) (log,b)-log,c=1log,c

f) log, (b°) =c-log,b

71. Bez uzycia kalkulatora rozstrzygnac, ktora liczba jest wigksza:
a) log,7 czy logs7
b) log,7 czy log, 37
c) log,7 czy log, 37
d) log, 47 czy logy7
e) log,0,7 czy logs;0,7
f) log, 50,7 czy log, 30,7
g) log,0,7 czy log, 30,7
h) log,,0,7 czy logs0,7
i) logy27 czy log,8
j) logs8 czy logyh
k) log;127 czy log,,999
1) (logy3) -logs7 czy (log,7)-logs3
m) (log,3)-log,5 czy (log,9)-log,25
n) log,3 czy logsb
0) log,7 czy log;19

Wiskazéwka do niektérych pytan:

Wiadomo, ze wartos¢ utamka nie zmieni sie, jezeli licznik i mianownik pomnozymy przez
te sama liczbe rézna od zera.
Podobnie, wartos¢ logarytmu nie zmieni sig, jezeli podstawe i liczbe logarytmowana .....
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Rozwiaza¢ nieré6wnosci:
72. log,, (7> +1) <log,, (v* +3x) 73. log,x +log,4 <3 74. log,3<2

75. Na potrzeby tego zadania, dla liczby rzeczywistej a > 1 zdefiniujemy $rednig liczb
rzeczywistych x, y wiekszych od 1, nastepujacym wzorem
Sa <x7 y) =a logax.logay N

Poda¢ wartosci nastepujacych liczb w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego
w przypadku liczb wymiernych. Wpisa¢ literke N w przypadku liczb niewymiernych.

a) 95(2,16) = wroooeireeeeerer) ;

B) S5(2,16) = woveererrerereerreneen :
) Ss(3,81)= oo, ;
d) S9(3,81) = oo, .

Oznaczenia: Przypominam, ze [x| oraz {x} oznaczaja odpowiednio czesé catkowita
i cze$¢ utamkowsy liczby rzeczywistej x.
76. Poda¢ przyktad takiej liczby rzeczywistej niecatkowitej x, ze
a) [z]=—-4, {z}<1/10,
b) [z]=—4, {z}>9/10,
c) 2-{z} #{2z}, =<0,
d) 2-{z} ={5z}, z=>10.
77. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby rzeczywiste a, ze dla dowolnej liczby rzeczywi-
stej x zachodzi réwnosé [z +a] = [x]+a.
78. Poda¢ przyktad takich niecatkowitych liczb rzeczywistych x, y, ze
a) [z+y] # [x]+[y]
b) [2z+y] =2[z]+[y] +2
c) [r+yl={z}+{y}, zy>0
d) [zy] = [2]-[y]+10
79. Uporzadkowa¢ podane liczby w kolejnosci niemalejace;j.
sind0°, cos80°, sin170°, cos200°, sin250°, cos280°.

80. Naszkicowa¢ wykres funkcji f zdefiniowanej wzorem

a) f(z)=sin2z
b) f((I)

e) f(x):(1+c052x)/2
f) f(z)=(1—cos2z)/2

81. Ktora liczba jest wieksza?
a) sinl® czy sinl
b) sin2° czy sin2
c) sin3° czy sin3
d) sin4® czy sin4
e) sinb° czy sinb
f) sin6° czy sin6
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82. Uprosci¢ wyrazenie, w ktérym n przebiega liczby naturalne.
a) sinnm
b) sinn’m
c) cosnm
d) cosn’m
e) cos(n’+n)w
f) sin((2n+1)7/2)
g) sin((2n—1)7/2)

Dopuszczalne odpowiedzi: 1, 0, (—1)", (=1)"+1,

83. Rozwiaza¢ rownania i nierownosci.
a) sinz >1/2
b) cosz < 1/2
c) sinx > cosx
d) [4sin2x} =2
e) {cos’z}=3/4
f) /14 cosz =+/2-cos(z/2)

g) sin?z +cos*z = cos?x +sin*x

84. Jaka najmniejsza i najwieksza warto$¢ przyjmuje wyrazenie
sinx - cosx - cos2x - cosdx - cos8x - cos16x 7
85. Dla funkcji f zdefiniowanej podanym wzorem oraz dla podanego zbioru Z roz-

strzygna¢, czy funkcja f jest roznowartosciowa na zbiorze Z oraz podaé zbidr wartosci

funkcji f na zbiorze Z.
a) f(.f(]) = 2’ Z= [_37 _1)

b) f(z)=1x2 Z=(-3,4]

c) f(z)=2% Z=[-3,-2]UJ[3,5]
d) flx)=a%, 7= (-3, —2U3.4)
e) f(z)=22 Z=(0,3)

f) f(z)=2>-22+1, Z=(0,3)
g) flx)=2*+2x+1, Z=(0,3)

J) flz \2’”—5!, Z=(=3,3)
86. Naszkicowa¢ wykres funkcji f zdefiniowanej wzorem
1
fla)=|lz+5| =

87. Czy funkcja f zdefiniowana podanym wzorem jest parzysta? Nieparzysta?

a) f(x)=
)

b) f(x :37

c) f(r)=2x

d) f(z)=22*+1
e) f(x)= 496 +6$
£) f(z)=a®

Lista 2 (obowigzuje na kolokwium 3.12.2015) -9- Strony 7-14



Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2015/16

g) f(z)=sin*"z-cos?x

h) f(z)=sin®*z-cos’ z
LU g 24 37

i) f(x)= -sin“*z - cos® &
j) flx)= sm 751: cos®*z
k) f(a:) -sin**z - cos37x
1) f(z)= 666 811137:(: cos?tx
m) f(gc)—smac‘37
n) f(z)=sinz?
o) f(z)=rcosz*

r) f(z)=(2®+1)cosx
s) f(z)=(23+1)sinx
t) f(z)=(23+1)cosz

88. Dla kazdej z liczb i€ {1,2,...,13} wskazaé taka liczbe je€{1,2,...,13}, ze dla
dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé f;(fi(z)) ==.

fi(z)=37T+=x
fa(x)=x—-37
fa(z)=3x—2
fs(x)=3x—4
f7(:v)—§+2

o) =5+
hle)=5+5
Jro(x) = —ix+‘$’
fula) =22~ "al
fiolw) =S+ 5o
fsfa) =32~ 1l

89. Funkcja f spelia warunki

f@=x)=f(z),  f(6—z)=f(z)
dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Dowie$¢, ze funkcja f jest okresowa i parzysta.
Poda¢ dwa rozwigzania: jedno oparte na manipulowaniu wzorkami, a jedno interpre-
tujace wymienione w tresci zadania wtasnosci jako niezmienniczos¢ wykresu funkcji f
na pewne izometrie ptaszczyzny.
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Zadania powtorzeniowe do samodzielnego rozwigzania. Jezeli czas pozwoli,
wskazane przez studentéw zadania mogg by¢é oméwione na ¢wiczeniach.

90. Zapisac zbiér rozwigzan podanej nierownosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé réznicy zbioréw).

a) (T—1) (T=2) (T 73) >0, oot ;
D) (2 =1)2 (2 =2) (£ =3) >0, oot ;
C) (2—=1) (2—=2)2 (T =3) >0, oot ;
A) (2=1) (2=2) (T =3)2>0, oot :

91. Zapisac zbiér rozwigzan podanej nierownosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

a) (1) (2 =2)""" >0, e ;
D) (=12 (=22 >0, e, ;
Q) (=1 (=22 >0, e, ;
A) (=1 (2 =2)"M S0, e .

92. Zapisac zbior rozwigzan podanej nierownosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

a) (2] = 1)%" - (|2] = 2)%™ >0, oo ;
D) (|2 =12 (|2 = 2)7 M > 0, oo, ;
&) (2] =12 (|2 = 2)% > 0, o, ;
A) (2] =12 (2] = 2)% M > 0, o .

93. Zapisac zbiér rozwigzan podanej nierownosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

A) T =3 <L, ;
D) |2 =4 >2, ;
C) [T =D >0, e ;
A) = 6] B, e :

94. Zapisac zbiér rozwigzan podanej nierownosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

Q) T2 = 17| <8, oot ;

D) |22 = 14| <13, oo ;
C) |21 —40] <AL, o ;
Q) 25— 16] <16, oo .

95. Zapisac zbior rozwiazan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).
A) (T—1)(2—=2) KO, e ;
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96. Zapisac zbior rozwigzan podanej nierownosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

A) (T2 =1)(2—=2) O, oo ;
D) (2 =2) (2% =4) <O, oo ;
Q) (B2 =) (B =T)2 <0, oo, ;
A) (=T) (B2 =9)7 0, oo :

97. Zapisac zbior rozwigzan podanej nierownosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).
a) (T—4)(2—=9) >0, e ;
D) (2 =4) (2% =9) >0, oo ;

C) (B2 =4)(T=9) >0, oot ;
d) (22—4)(2x*— ) ........................................................................... :

98. Zapisac zbiér rozwigzan podanej nierownosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

a) (22 —=25) (22 —27) >0, oo ;
D) (2% =32) - (2% =27) >0, oot ;
C) (5 —=32) (X1 =16) >0, oo ;
d) (22 =25) (X1 =16) >0,  coooieieeeeee e

99. Zapisac zbiér rozwigzan podanej nierownosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

a) (\log5x|—1)2<1 ........................................................................... ;
b) (|log5x|—1)3 ........................................................................... ;
Q) (1085 —2) > 1, oo ;
d) (Jlogsx|— )5 ........................................................................... :

100. Zapisaé zbiér rozwigzan podanej nieréwnoéci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

a) (1ogyT —2) - (10857 —3) >0, oeiiieii et ;
b) (10gyx —3) - (10857 —2) >0, ooriiiiiie i, ;
¢) (10gyx —3)° - (10837 —2)° >0, coovieeeeeeeeeeeeeeeeeee e ;
d) (102 —3)% - (10852 = 2)° >0, cooooeeeeeeeeee e :

101. Zapisa¢ zbior rozwigzan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

Q) 1084 <2, o :
D) 108,44 < =2, ;
€) 108,2>2) i ;
d) 10€,2> =1, i
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102. Podac¢ taka liczbe x, ze

a) log,3=2-logyxr, T=..cccooiiiiinnin. ;
b) logy3=2+10gox, T=.iiiiiiiiiiiiinnnn, ;
c) 3-logs2=1logsx, T=.cccciiiriiiiniiann. ;

d) 3+logs2=logsr, T=.cccoiiiiiiiiiiinn :

103. Niech A(n)=4"", B(n)=256'", C(n) =log,A(n), D(n)=log,B(n),
E(n)=logq, D(n). Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego:
8) E(100)=.oovveorroreerrerenn, :

104. Niech A(n)=4"", B(n)=256°"", C(n)=log,A(n), D(n)=log,B(n),
E(n) =logg(m,D(n). Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego:

105. Podac¢ warto$é¢ podanej liczby w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracal-
nego, gdy podana liczba jest wymierna. Napisa¢ N, jesli podana liczba jest niewymierna.

a) logylogyd = ... ;
b) logylog,d™ = .o, ;
c) logylog,d® = .o, ;

106. Dla podanej liczby a wskazaé taka liczbe rzeczywista dodatnia b, aby spetlniona
byta réownosé 1+ (logsa) +logsb =logs (2a* +2b%).

a) a=2, b=.iiiiiinn :
b) a=3, b=, ;
) a=4, b=, :
d) a=6, b=

107. Dla podanych liczb a, b podac takg liczbe rzeczywista ¢, aby zachodzita réwnosé
log,b=1log,c.

a) a:3, b=9, C=.viiiiiiiiiiiiieaenn, :
b) a=9, b=3, =i :
c) a—54 b=5% c=. i, :

) a=T7" b=T7" =, .

Lista 2 (obowigzuje na kolokwium 3.12.2015) -13 - Strony 7-14



Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2015/16

108. Dla podanych liczb a, b zapisa¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nie-
skracalnego wartos¢ liczby log,y, gdzie x =log,b oraz y =log,a. Napisac literke N, jezeli
liczba ta jest niewymierna.

a) a= 927" , b= 92%° , 10g Y=o :

b) a= 92" o2 log y= ;
9 512

c) a= 220 p=22"" 108, Y =t oieeieeiee :
216 232

d) a=2% | b=2%" | 10g Y= ierrrirrrrns :

109. Niech Ha,»:am~am+1-am+2-am+3-...-an_1-an.

Zapisac wartosé podanego iloczynu w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego, jesli liczba jest wymierna. Napisaé literke N, jezeli liczba jest niewymierna.

4
a) ljllog(3l+1) (3Z+4) T i iiiieteiiitiiieeeea ,

4

b) ,l:IZIOg(S’H-l) (32 + 4) T e X
15 .

C) ]-:[210g(37,+1) <3Z+4) R L Y T TR ,
16 )

d) Hleg(3Z+1) (3’[/"’4) T i eteretceeeieetieraeeaa .

110. Podaé zbior rozwigzan nierownosci zapisujac go w postaci przedziatu lub sumy
przedziatow.

3
a) ——<log4x<§ ........................................................................... ;

111. Podaé zbior rozwigzan nierownosci zapisujac go w postaci przedziatu lub sumy
przedziatow.

1
a) §<logz8<3 ........................................................................... ;
1
b) —§<10gx9<2 ........................................................................... ;

1
c) —2<log,4< G e ;
d) —3<10g,64 <=2 :

Odpowiedzi do zadan powtorzeniowych znajdujg sie na stronie przedmiotu.
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