Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Egzamin, 6.02.2017, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 11.1-11.5 podaj w postaci uproszczonej kresy zbioru oraz napisz,
czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE, ewentualnie T albo IN).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = o0o.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynaleznosé¢ do zbioru, otrzymasz 2 punkty.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezbtednie oba kresy, ale nie okreslisz poprawnie
ich przynaleznosci do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za pozostale zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

1

11.1. A:{:
2241

r€ (-2, 1)} Ocena .......

infA=1/5 supA=1
Czy kres dolny nalezy do zbioru A NIE Czy kres gérny nalezy do zbioru A TAK

11.2. B:{\/x2—4:c+4: z € (0, 3)} Ocena .......

inf B=0 sup B=2
Czy kres dolny nalezy do zbioru B TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru B NIE

277,
11.3. C:{Bn: nGN} Ocena .......
infC=0 supC'=2/3
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru C' TAK
11.4. D:{(_gi) : neN} Ocena .......
infD=-2/3 supD=4/9
Czy kres dolny nalezy do zbioru D TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru D TAK
—9\n*
11.5. £ = {< Snz : nEN} Ocena .......
infE=-2/3 sup F=16/81

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru £ TAK
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Zadanie 1 2. (10 punktéw)
W kazdym z zadan 12.1-12.10 podaj granice (lub granice niewlasciwa) ciagu.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

12.1. lim (\/n12—|—5n5—n5>:+oo

n—-+00

12.2. lim (\/n12—|—5n5—n6)

n—-+0o00

0

12.3. lim (\/n12 T 6nb —n6) =3

n—-+00

12.4. lim (\/n12+7n7—n6):+oo

n—-+o00

12.5. lim (\/n12+7n7—n7):—oo

n—-+o00

12.6. lim (\3/n12+6n6—n3):+oo

n—-+00

12.7. lim (\3/n12+6n6—n4):0

n—-+o00

12.8. lim (\3/n12+8n8—n4):8/3

n—-+o00

12.9. lim (\3/n12+9n9—n4):+oo

n—-+o00

12.10. lim (\3/n12+9n9—n6):—oo

n—-+00
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Zadanie 1 3. (10 punktéw)
Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby

naturalnej n zachodzg nieréwnosci
C < V4n2+21n—V4n24+5m<2C .

Rozwigzanie:
Stosujac wzor na roéznice kwadratéw w postaci
a’?—b?
T a+b

prawdziwy w przypadku a+0b# 0, otrzymujemy

16m 16
VAn2+21n—vV4n2+5n= = )
VAn2 +21n++/4n2+5n \/4+2771+\/4+%

Szacowanie od dotu (mianownika od gory, czyli n od dotu przez 1) prowadzi do:
16 16
=2=C.

16
> — —
\/4+%1+\/4+% VA+21+v445  5+3

Szacowanie od géry (mianownika od dotu, czyli 1/n przez 0) prowadzi do:
16 16

10 < L B Yo
\/4+2771+\/4+%\\/4+0+\/4+0 2+2 '

Zatem udowodniliémy podane w tresci zadania oszacowania ze statyg C'=2.

Uwaga:

o0

jest rosnacy, jego pierwszy wyraz

. C 16
Nietrudno zauwazy¢, ze cigg
i+ E+ a2 )
jest rowny 2, a granica 4. Wynika stad, ze uzyskane przez nas oszacowania sg optymalne,
w zwigzku z czym w kazdym poprawnym rozwigzaniu musi by¢ C' = 2.
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Zadanie 14 (10 punktéw)

Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 [e.e]
Z (= Z a?=9.
n=1 n=1
Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wlasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a, = cq™ !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wéwezas

00 [e9)
=g =
n=1 n=1

C
1—q

oraz

02

nz::lai :;CQ (qz)n_l = 1_7(]2 )

co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan

c
1;q:9
1 i e =9,
czyli
{ c=9(1—q)
A=9(1-¢%.
Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy
c=1+g¢q,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania daje kolejno
1+¢=9-9q,
10g =8,
4
q= 5
skad Lo
c:1+q:1+5:5.
Otrzymane rozwiazanie ¢ =4/5, c=9/5 prowadzi do
no1_ 9 4t
ap=cq" = -
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg
00 . gn—1
=
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Zadanie 19 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

1—
docost g
flx)=S e — 1—x
A dla =0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy

_ f(R)—=f0) . A 1—cosh—Aeh+ A+ Ah
/! _ _ e _
e S L R V6 S E

0

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wigc

zastosowac regute de I’Hospitala.
sinh — Ae"+ A
f'(0)=lim :
h—0eh 4+ hel —1—2h
Przy h — 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastoso-

0 )
waé regute de I’Hospitala.

cosh — Ael
f(0)=lim—————.
h—02eh + hel —2
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma postac¢ nieoznaczong % dla A=1. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de I’Hospitala.

L1 —sinh—eh__l
SO = = e = 73

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A=1 i wéwczas f/(0) =—1/3.
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Zadanie 1 0. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem

f(z)=2*—v922 +62+1

na przedziale [—2, 2| oraz podaé, w ktoérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

f(x):xQ—\/m:xQ—\/m:xQ—BerH
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r?—3z—1 dla z€[-1/3,2]
He)= { 2243z+1 dla ze[-2,—1/3)
W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—2, 2] jest dana wzorem
) 2c—3 dla ze€(-1/3,2)
f@)= { 2043 dla ze(-2,-1/3)

W punkcie —1/3 pochodna moze nie istnieé¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku x € (—1/3, 2) réwnanie f'(z) =0 sprowadza sie do 2z —3=0, co ma
rozwigzanie x = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/3, 2).

2° W przypadku = € (—2, —1/3) réwnanie f'(z) =0 sprowadza si¢ do 2243 =0, co ma
rozwiazanie x = —3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—2, —1/3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedzialu: —2 i 2,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/3.

f(=2)=
f(=3/2)= —5/4
f(=1/3)=1/9,
f(3/2) =—13/4,
f(2)=-3=-12/4.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza row-
ng —13/4 w punkcie 3/2, a warto$¢ najwieksza réwna 1/9 w punkcie —1/3.
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Zadanie 21 . (10 punktéw)

W kazdym z zadan 21.1-21.5 podaj w postaci uproszczonej kresy zbioru oraz napisz,
czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE, ewentualnie T albo N).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = co.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynalezno$¢ do zbioru, otrzymasz 2 punkty.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezbtednie oba kresy, ale nie okreslisz poprawnie
ich przynaleznosci do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za pozostale zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbidr liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

2

21.1. A= {mQ m,n €N A 8n3<m3<27n3} Ocena .......
n

infA=4 supA=9
Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru A TAK

2

21.2. B= {mQ m,neN A 25n? <m4<49n4} Ocena .......
n

inf B=5 supB="17
Czy kres dolny nalezy do zbioru B NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru B NIE

2 11
21.3.C:{m:m,n€N A 38T Cmm L 92 ”-nm} Ocena .......
n

infC' =81 sup C' =256
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru C TAK

21.4. D={log,8: z€[2,+00)} Ocena .......

inf D=0 sup D=3
Czy kres dolny nalezy do zbioru D NIE Czy kres goérny nalezy do zbioru D TAK

21.5. E={log,32: x € (0,1/2]} Ocena .......

inf E=—5 sup /=0
Czy kres dolny nalezy do zbioru £ TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru £ NIE
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Zadanic 22 (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

216 < on 4 220

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n < 16.
Dla n <16 zachodza nieréwnosci
216.1, < 219.16=216.2" =220 < 2" 4 220
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 16.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =16 prawdziwo$¢ dowodzonej nieréwnosci zostata juz udowodniona w przy-
padku pierwszym.

2° Niech n > 16 bedzie taka liczbg naturalna, ze
210.n < 2" +2%.

W celu przeprowadzenia zasadniczej czeSci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé

210 (n41) <2m 4220

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 16 otrzymujemy

L:216'(7’L—|—1):216'n—|—216<2n+220—|—216<2n—|—220+2n:2n+1+220:P,

co konczy dowdd indukeyjny.
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Zadanie 23« (10 punktéw)
Obliczy¢ granice ciagu

( Vi i GRS 216
\/(n2+n)2 \/(n2+n)2+n2 \/(n2+n)2+2n2 \/(n2+n)2+3n2
vn?+2k V(n+4)2—4 \/(n+4)2—2 J(n+4)?
T + + :
\/(nQ—l—n)2 +kn? \/(n2+3n)2 —2n? \/(7124—371)2 —n? \/(n2 +3n)?

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Ji+4)? /2 r8nT16 \/n2+2- (4n+8) Vn2+2- (4n+8)
\/(n2+3n)2 Vi34 92 Vntr2nd +n2 +4nd +8n2 \/(n2+n)2+n2-(4n+8)’

cata suma przybiera postac

lim

n—oo

SERE
k=0 \/(n2 +n)*+kn?

i w konsekwencji ma 4n+9 sktadnikow. Szacujemy ja obustronnie mnozac liczbe sktad-
nikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikow
i mianownikow:

5 An+8 /02 19 n—+4)>2
(4n+9)-L < Y not 2k < (4n+9)-¥

(n2+3n)? k=0 \/(n2+n)2+k3n2 (n2+4n)? ’
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — -+00.
Otrzymujemy

Vn? _ (4n+9)n 442
(n2—|—3n)2_ n?+3n _1—|—%

(4n+9)- —4

oraz
9 4
(4n+9)- (n+4)° _ (@4n+9)-(n+4) _ (4+3) (1+7) 4
(n2—|—n)2 n?+n 1_‘_% .

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Zadanic 24 . (10 punktéw)
Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okre$lona wzorem f(x)= {/z™+m . Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich z, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= f)l <|z—y|.
Rozwigzanie:
Dla x =y dowodzona nier6wno$¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia La-
grange’a o wartosci sredniej wynika rownosé

[f (@)= FW) =) lz =yl
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi nieréwnosé

[ (z)] <1

Bezposrednie wyliczenia prowadza do:

xﬂ'*l l,ﬂ'*l (xﬂ)(”_l)/ﬂ'

(.’L’W‘I—ﬂ')lil/ﬂ- o (In_l_ﬂ)(ﬂfl)/ﬂ o (27 +7T)(7r*1)/7r -

T (m—1)/m
:< ’ ) <1,

1
/@)= |~ @ +m) " a !

co konczy rozwigzanie zadania.
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Zadanie 29« (10 punktéw)
Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:

arctg 10042-arctg 103+3-arctg 106  czy  6-arctg 104 7
Rozwigzanie:

1
Rozwazmy funkcje f dana wzorem f(x)=arctg x. Poniewaz jej pochodna f'(z)= a1
x
jest malejaca na przedziale (0, +00), funkcja f jest na tym przedziale $cisle wklesta.
Zatem na mocy nieréwnosci Jensena dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych do-
datnich x1, x5 i x3 oraz dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich aq, as i az spetniajacych

warunek a; +as+as =1 zachodzi
flarzy +aswe +azzs) > ar f(x1) +as f(x2) +as f (x3) ,
co dla x; =100, x5 =103, x3 =106, a; =1/6, as =1/3, ag=1/2 prowadzi do nier6wnosci

F(100)  £(103)  £(106)
6 3 T3

f(104) >

gdyz wowczas
100 103 106 100+4-2-103+3-106 624
a1$1+a2$2+(13$3:7+7+7: == =104.
6 3 2 6
Mnozac udowodniong nier6wno$¢ stronami przez 6 i podstawiajac f(x)=arctg x otrzy-

mujemy

6-arctg 104 > arctg 10042 - arctg 103+ 3 - arctg 106 .

Uwaga:
Bezposrednie wyliczenia pokazuja, ze

arctg 1004 2-arctg 103+ 3-arctg 106 ~ 9,367060

oraz
6-arctg 104 ~9,367087 .

Roéznica miedzy poréwnywanymi liczbami jest wiec zbyt mata, aby mozna sobie wy-
obrazi¢ ich poréwnanie bez uzycia komputera przez oszacowanie kazdej z nich z osobna.
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Zadanie 20 . (10 punktéw)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé
1
sin®'"(3z) -sinz > 7

Rozwigzanie:

Rozwazmy funkcje f okreélong wzorem
f(z) =sin*'"(32) -sinx .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f(x) =2017-5in**'%(3z) - cos(3z) - 3- sinx +sin®"*"(3z) - cosz =

=6051-sin?"(3x) - cos(3) - sinx +sin**" (3z) - cosz .

Poniewaz 1
T
5)=3
oraz
f’(g)—6051-sin201672r-cos72r-sing—i—smmNz 0088—6051 1-0- 5+1 ‘2[\/_#)

funkcja f osiaga w punkcie m/6 wartosé 1/2, ktora nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/6) #0. W szczegblnodei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi
osiagaé w poblizu /6 takze warto$¢ wieksza od 1/2.

Uwaga:

Poniewaz f'(w/6) >0, funkcja f ma maksimum lokalne (i jak sie okazuje, globalne)
na prawo od 7/6. Jednak doktadniejsze jego zbadanie bez uzycia komputera okazuje
sie niezwykle trudne. Pochodna funkcji f zeruje sie bowiem w punkcie (w przyblize-
niu) 7/6+0,0000954, a sama funkcja f osigga tam maksimum w przyblizeniu réwne
0,5000413. Jest to wartosé¢ tak nieznacznie przekraczajaca 1/2, ze niewyobrazalne wydaje
sie rozwigzanie zadania przez bezposrednie szacowanie wartosci funkcji f w konkretnym
punkcie.

Jesli posuniemy sie nieco dalej na prawo od punktu 7/6, zobaczymy, ze funkcja f
dosy¢ szybko maleje, mamy na przyktad

f (g+0,001> ~0,49634
oraz

f (g +0,01) ~0,20519 .
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Zadanie 31« (10 punktéw)
Obliczy¢ granice

+(2k—1)n+(k—1)k
AH&Z o -

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ réznia — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 2 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczeki-
wad, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego
oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne
granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczna réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki
pierwiastkowanych wyrazen, podczas gdy mianowniki maja zblizona wielko$é¢. Bedziemy
wiec szacowaé kazdy sktadnik z osobna: mianowniki przez wspolng wielkos¢, a liczniki
przez mozliwie proste wyrazenia, ktore pozniej uda sie wysumowac.

Szacowanie od dohu, z wykorzystaniem wzoru na sume postepu arytmetycznego, pro-
wadzi do:

Z +(2k—1)n+(k—1)k "Zl +(2k—2)n+(k—1)2 o/ (k-1
nt+k3 n*+n? = Vntnd

B D ) g a2 (n—1)-(Bn—2)
T Vit N R

Z kolei szacujac od gory otrzymujemy:

n—1
; _”1\/n2+(2k—1)n+(k—1)k<”1 n?+2kn+k? '3 (n+k)2_,§1<”+k>_

N = n*+k3 h = n*+0 N = n? N n? N
(mn—1)-(n+1)+(2n—-1))/2 (n—1)-3n  3-(n—1)
ey = == :CTL'
n? 2n2 2n

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci a,, <b, < c,, a po-
nadto przy n — oo mamy

(n=1)-(3n-2) (1-7)-3-32) 3

—

an, = = e
2-v/nt4n? 2. /141 2

n

oraz

. _3:(n-1) 3 —%)_}g

2n 2 2’

z twierdzenia o trzech ciaggach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 3/2.
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Zadanie 32« (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnosé

(n+1)". (n+2)" 1 <n™t. (n43)"H,

Rozwigzanie:
Przepiszmy dowodzona nieréwnos$¢ w postaci rownowaznej

2 n+1
(n+12)" ((n+1)-(n+2))" < (n-(n+3))" ",
2 n+1
<n2+2n+1) -<n2+3n+2> <(n2+3n) ,
Poniewaz po kazdej ze stron powyzszej nieréwnosci wystepuje iloczyn n+ 1 czynnikow
dodatnich o takiej samej sumie réwnej n®+4n?+3n, wickszg wartoéé ma ten iloczyn,

ktérego czynniki sa rowne (jest to przeformutowanie nieréwnosci miedzy $rednia geome-
tryczna i arytmetyczna).

n—1

n—1
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Zadanie 33« (10 punktéw)

Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

mnk
{m4+n4—|—8k32+1 : m,n,kEN} )
Rozwigzanie: .
Kazdy element zbioru jest dodatni, a przyjecie m = k =1 prowadzi do ciggu <M)n1

elementow zbioru, zbieznego do 0. Zatem kres dolny zbioru jest réwny 0.

Korzystajac z nieréwnoéci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng liczb m?/2,
nt/2, 2k* i 2k* otrzymujemy
W<m4/2+n4/2+4k2:m4+n4+8/€2 m4+n4+8k2+1

k=
mn 1 g < 8 !

a w konsekwencji
mnk 1
N I TCNE
Zatem wszystkie elementy danego zbioru sa mniejsze od 1/8.
Przyjmujac m*/2 =n*/2=2k?, czylim=n=2p oraz k=n?/2=2p? gdzie parametr p
przebiega liczby naturalne, otrzymujemy

mnk 8p* 8p* 1

mitni {1 8k2+1  16p' +16pt +8-4pir1 Gdpit1l 8
przy p — oo. Tak wiec kres gorny zbioru jest réwny 1/8.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny 0, a kres gorny 1/8.
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Zadanie 34 (10 punktéw)
Niech funkcja f:R—R bedzie funkcja odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowane;]
wzorem
g(x)=2"+m.

Poda¢ dwie pary liczb (n, w), gdzie n jest liczba naturalng (catkowita dodatnia) mniej-
szg od 100, a w liczba wymierng dodatnia, spetniajace rownanie

f"(n)=w.
Jezeli licznik lub mianownik liczby w jest wiekszy od 100, nie musi by¢ zapisany w po-
staci dziesietnej (moze by¢ zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb
dziesietnych lub poteg).

Punktacja: Po 5 punktéw za kazda poprawnie podang pare.

20 20 5
63 216 54

Uwaga:
Tres¢ zadania zawiera btad: liczba w ma by¢ ”wymierna”, a nie "wymierna dodatnia”.
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Zadanie 3O« (10 punktéw)

Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (—00, 0) spelia warunki f(1)=—-2/3 oraz
f(2)=-2/5. Rozstrzygnal, czy stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej dodat-
niej z, ze f'(x) = (f(x))".

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Wynika.
1
Rozwazmy funkcje ¢: (0, +00) — (—o0, 0) okreslona wzorem g(z)= m Wéwezas
x
g(1)=-3/2 i g(2) =—5/2, skad na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej
wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej ¢ € (1, 2), ze

oy 92)—g(1)  —5/2—(=3/2)
Jl)==—F—1—= 1 = 1.
7 drugiej strony )
=
skad
LG
(f(e)? 7
czyli
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Zadanie 30 . (10 punktéw)
Obliczy¢ sume szeregu
i 1

n=1n-\/(n+1)-(n+2) + (n+1)-y/n-(n+1) .

Rozwigzanie:
Korzystajac z rownosci
1

noy/(n+1)-(n+2)+(n+1)-/n- (n+1)
1
V(1) /s (n+2)+/(n+1)2/n- (n+1)
1 1

¢n n+1)- (¢n n+2-+¢7H4,> n-(n+1)- (Va2 +2n+vVnZ+2n+1)

7\/n2+2n+1—\/n2+2n \/<”+1 \/n ”+2)

n-(n+1) /- (n+1)
412y ne(nt2) \/n+1 \/n+2

\/n-(n—i—l) \/n-(n+1 n+tl

przeksztatcamy N-ta sume czesciowa danego szeregu:

SN:én- (n+1)-(n+2)—1i-(n—|—1) Jn(n+1) g(\/nﬂ \/Zﬁ):
() () ()
”+(¢%:;_¢N§1)+(¢N71_¢N;l)+(¢N;1_¢%ii):

co przy N dazacym do +oo zbiega do /2 — 1.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwng v/2 — 1.
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