Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Egzamin, 6.02.2017, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 11.1-11.5 podaj w postaci uproszczonej kresy zbioru oraz napisz,
czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE, ewentualnie T albo IN).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = o0o.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynaleznosé¢ do zbioru, otrzymasz 2 punkty.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezbtednie oba kresy, ale nie okreslisz poprawnie
ich przynaleznosci do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za pozostale zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

11.1. A:{x2+1 cre (-2, 1)} Ocena .......
INf A = SUD A = o
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........

INT B = SUP B = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........
11.3. C’:{n: nEN} Ocena .......
INfC = SUP C = o
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........
—9\n
11.4. D:{( 3n) : nGN} Ocena .......
INfD = . SUP D = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........
_9\*
11.5. £ = {< an : nEN} Ocena .......
Inf = SUP E = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru E .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru E ..........
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)
W kazdym z zadan 12.1-12.10 podaj granice (lub granice niewlasciwa) ciagu.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

12.1. lim (V24505 —n®) =
12.2. Tim (V4505 —n®) =
12.3. lim (V4608 —n®) =
12.4. Tim (VA +TnT—n®) =
12.5. lim (V24707 —nT) =
12.6. lim (Vn+6n5—n®) =
12.7. lim (Va+6nS—n') =
12.8. lim (Va48nS—n') =

12.9. lim (\3/n12+9n9—n4): ....................................................

12.10. lim (\3/n12 1 on9 — n6) e

n—-+00

Egzamin 6.02.2017 -2- Tresci zadan



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Zadanie 1 3. (10 punktéw)
Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C<VAn2+2In—vV4an2+5n<2C.

Zadanie 14. (10 punktow)

Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 o0
Zan:Zai:&
n=1 n=1

Zadanie 1. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

1—cosz dla z+#0
flx)= e?—1—x

A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Zadanie 1 0. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem

f(z)=2"— V922 +62+1

na przedziale [—2, 2| oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
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Zadanie 21 . (10 punktéw)

W kazdym z zadan 21.1-21.5 podaj w postaci uproszczonej kresy zbioru oraz napisz,
czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE, ewentualnie T albo N).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = co.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynalezno$¢ do zbioru, otrzymasz 2 punkty.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezbtednie oba kresy, ale nie okreslisz poprawnie
ich przynaleznosci do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za pozostale zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbidr liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

2
21.1. A:{mQ: m,n €N A 8n3<m3<27n3} Ocena .......
n
INf A= SUP A = e,
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........
m2
21.2. B—{Q: m,n €N A 25n4<m4<49n4} Ocena .......
n
INT B = SUP B = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........

211.

2.
21.3.C:{m:m,n€N/\318 Tt <mMm <2 ”-nm} Ocena .......
n

INfC = SUP O = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........
21.4. D={log,8: z€[2,+00)} Ocena .......
INfD = SUP D = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........
21.5. E={log,32: x € (0,1/2]} Ocena .......
INfE = SUP F = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru £ .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru E ..........
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Zadanic 22 (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

216 < on 4 220

Zadanie 23« (10 punktéw)
Obliczy¢ granice ciagu

( v 2 il RN
\/(n2+n)2 \/(n2+n)2+n2 \/(n2+n)2+2n2 \/(n2+n)2+3n2
vtk Jn+4)2—4 . Jn+4)2—2 . Jnrap )

\/(n2+n)2—|—kn2 . \/(n2—|—3n)2—2n2 \/(n2+3n)2—n2 \/(n2+3n)2

lim

n—oo

Zadanie 24 (10 punktow)
Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okre$lona wzorem f(z)= {/z™ +m . Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich z, y zachodzi nieréwnosé

|f(x) = f)<|z—yl|.

Zadanie 2. (10 punktéw)
Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wigksza:

arctg 100+ 2-arctg 103+ 3-arctg 106  czy  6-arctg 104 7

Zadanic 20. (10 punktéw)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

1
sin®'"(3z) - sinz > 7
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Zadanie 31« (10 punktéw)
Obliczy¢ granice

D n24+ (2k—1Dn+(k—1Dk
li .
nirﬂlo]; nd+ 3

Zadanie 32« (10 punktéw)

Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnosé
<n+ 1)n+3 . <n+2)n—1 < nn—l—l . (n+3)n+1 )

Zadanie 33« (10 punktéow)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

. m,n, Iﬂ .

Zadanie 34 (10 punktéw)
Niech funkcja f:R—R bedzie funkcja odwrotna do funkcji g:R — R zdefinowanej
wzorem
glx)=2"+ux.
Podaé¢ dwie pary liczb (n, w), gdzie n jest liczba naturalng (catkowita dodatnia) mniej-
sza od 100, a w liczba wymierng dodatnia, spetniajace rownanie

ffn)=w.
Jezeli licznik lub mianownik liczby w jest wigkszy od 100, nie musi by¢ zapisany w po-
staci dziesietnej (moze by¢ zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb
dziesietnych lub poteg).

Punktacja: Po 5 punktéw za kazda poprawnie podang pare.

Uwaga:
Tre$¢ zadania zawiera btad: liczba w ma by¢ ”wymierna”, a nie ”wymierna dodatnia”.

Zadanie 3D« (10 punktéw)

Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (—00, 0) spelia warunki f(1)=—-2/3 oraz
f(2)=-2/5. Rozstrzygnaé, czy stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej dodat-
niej z, ze f'(x) = (f(z))>.

Zadanie 30. (10 punktéw)
Obliczy¢ sume szeregu
> 1

n=ney/(n4 1) (n+2) + (n+ 1)\ /n- (n+1)
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