Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Egzamin, 18.02.2017, godz. 9:00-11:30

Zadanie 1. (22 punkty)

W kazdym z zadan 1.1-1.10 podaj w postaci uproszczonej kresy zbioru oraz
napisz, czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE, ewentualnie T albo IN).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = 0.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynaleznosé¢ do zbioru, otrzymasz 2 punkty.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezbtednie oba kresy, ale nie okreslisz poprawnie
ich przynaleznosci do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za pozostale zadania nie otrzymasz punktow.

Mozesz otrzymaé¢ dodatkowe 2 punkty za wykazanie sie kultura matematyczng
przy upraszczaniu wynikow — po jednym punkcie w zadaniach 1.3 i 1.4.

N=1{1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

1.1. A= {m: m,neN A 25n2<m2<27n2} Ocena .......
n

infA=5 supA=127=3-/3
Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru A NIE

1.2. B:{m: m,neN A 25n3<m3<27n3} Ocena .......
n

inf B= /25 sup B=3

Czy kres dolny nalezy do zbioru B NIE Czy kres gérny nalezy do zbioru B TAK

1.3. C:{m: m,nEN A 16”<8m<27n} Ocena .......
n
infC'=4/3 supC:10g827:

Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru C' NIE

1.4. D:{m: m,mEN A 16"<9m<27n} Ocena .......
n

inf D =log, 16 =|logz4 = 2 -log32| supD=3/2

Czy kres dolny nalezy do zbioru D NIE Czy kres goérny nalezy do zbioru D TAK
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1.5. E:{(2—\/§)n: nGN} Ocena .......

inf £=0 supE=2—+3

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru £ TAK

1.6. F:{(Q—\/g)n: nEN} Ocena .......
2
infF=2—+/5 supF:(2—\/g> —9—4v5
Czy kres dolny nalezy do zbioru FF TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru FF TAK
50
1.7. G= :ne€{0,1,2,3,...,49,50} Ocena .......
n
. 50
infG=1 sup G =
25

Czy kres dolny nalezy do zbioru G TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru G TAK

1.8. H= { (50> (=1)":ne {0,1,2,3,...,49,50}} Ocena .......

n

50 50 50
inf H = — supH=(_ | =
25 24 26

Czy kres dolny nalezy do zbioru H TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru H TAK

1.9. I:{\/x2+2x+1: x € (=5, 2)} Ocena .......

inf/=0 supl =4

Czy kres dolny nalezy do zbioru I TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru I NIE

1.10. J:{\4/:c2+2x+1: x € (=5, 2)} Ocena .......

infJ=0 sup J =2

Czy kres dolny nalezy do zbioru J TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru J NIE
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Zadanie 2. (10 punktéw)
Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C<VIN2+40n—v9In2+16n < 2C'.

Rozwigzanie:
Stosujac wzor na roéznice kwadratéw w postaci
a’?—b?
T a+b

prawdziwy w przypadku a+0b# 0, otrzymujemy

24n 24
VIn2+40n—v9n2 +16n = = :
VIn?+40n++/9n?+16n \/9+ 04 \/9+ 16

Szacowanie od dotu (mianownika od gory, czyli n od dotu przez 1) prowadzi do:
24 24 24, .

> p— f—
x/94_%?4_x/9_k%§ VI+40++/9+16 T7+5

Szacowanie od géry (mianownika od dotu, czyli 1/n przez 0) prowadzi do:
24 24 24

< = =4=2C".
\/94_%704_\/94_% VI+0++v/9+0 3+3

Zatem udowodniliémy podane w tresci zadania oszacowania ze statyg C'=2.

Uwaga:

24
Jo+ 24+ 9410
raz jest rowny 2, a granica 4. Wynika stad, ze uzyskane przez nas oszacowania sg opty-
malne, w zwigzku z czym w kazdym poprawnym rozwiazaniu musi by¢ C'=2.

Nietrudno zauwazy¢, ze ciag ( ) jest rosnacy, jego pierwszy wy-
1
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Zadanie e (10 punktow)
Wyznaczy¢ takie liczby rzeczywiste p i A, ze funkcja f okreslona wzorem

PT _ . oT 4]
% dla 40
fz)= z
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tych wartosci parametréw p i A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
F(h)— £(0) R Y| e?h —p-eh 41— Ah?

! . — . — .
L E

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz 2%1’, co ma postaé¢ nieoznaczona % dla p=2. Wéwczas
mozemy zastosowaé regute de I’Hospitala.
2h h 2 2h h
e —2.e" 41— Ah” gyg 2e*" —2-e"—2Ah
f(0)=1lim u :

h—0 h3 3h2
Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wiec po raz drugi zastosowac
regute de I’'Hospitala.

4e2h —9.eh—24

!/ — 1
1) e 6h
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=1. Woéwczas
mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de I’Hospitala.
82 —2.eh 6
"0)=lim————=-=1.
10) oo 6 6

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla p=2, A=11i wéwczas f/(0)=1.
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Zadanie 4. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z) =162 —16x+4—2°
na przedziale [—1, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

f(x)=v1622 — 16244 —2% = m—xQ = |4z — 2| — 2
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
4dr—2—2% dla ze[l/2, 3]
fle)= { —dz+2—2% dla z€[-1,1/2)
W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedzialu [—1, 3| jest dana wzorem

4—2z dla z€(1/2,3)
—4—2z dla ze(-1,1/2)

W punkcie 1/2 pochodna moze nie istnieé, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej ist-
nienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (1/2, 3) réwnanie f'(x)=0 sprowadza sie do 4 —2z =0, co ma
rozwiazanie x = 2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (1/2, 3).

2° W przypadku = € (—1, 1/2) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do —4—2x=0, co ma
rozwiazanie x = —2, ktore nie nalezy do rozwazanego przedziatu (—1, 1/2).

Poréwnamy wartosci funkcji f w czterech punktach:
e konce przedzialu: —1 i 3,
e miejsce zerowe pochodnej: 2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: 1/2.

f(=1)=5,
f(1)2) ==1/4,

f@2)=2,

fB3)=1

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
ng —1/4 w punkcie 1/2, a warto$é¢ najwieksza réwna 5 w punkcie —1.
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Zadanie D« (10 punktow)

Dowies¢, ze liczba log,, 81000 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba logs, 81000 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Woéwcezas otrzymujemy kolejno

m
1 81000 = —
0830 n

30™/™ = 81000
30" = 81000™ .

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
2m3m5m:23n34n53n

7, twierdzenia o jednoznaczno$ci rozktadu na czynniki pierwsze wynika, ze wyktadni-
ki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych po obu stronach réwnosci sa réowne,
co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

m = 3n
m = 4n
m = 3n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
wowcezas mieliby$my
m=4n>3n=m.

Mozliwa jest tez inna argumentacja: rozwigzujemy powyzszy uktad rownan w liczbach
rzeczywistych otrzymujac jedyne rozwigzanie m =n =0 i stwierdzamy, ze nie jest to
rozwiazanie w liczbach naturalnych.

Doszlismy wiec do sprzecznosci z zatozeniem, ze liczba logs, 81000 jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logs, 81000 jest niewymierna.
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Zadanie 0. (28 punktow)

a) (18 punktéw) Dobraé takie liczby catkowite A>01i B> 1, aby zadanie b) miato
sens.

b) (10 punktéw) Obliczy¢ granice ciagu
. ( Vit J@E3 w6 Vi

+ +
(n+1)*  (n+1°+2 (n+1°+4 (n+1)°+6

Vn?+3k N +\/n~|—A —6 \/n—I—A -3 \/(n+A)2)

n—oo

—_—F... + +
(n+1)*+2k (n+B)* - (n+B)*=2  (n+B)’
dla A i B dobranych w zadaniu a).
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

JOTAR  Eraany AR (Jni s s

(n+B)’  n?+2Bn+B>  p242p4 142 2E-UnEBL

cata suma przybiera postac

NG) /T 3E "
= (n+1)"+2k
gdzie
2An+A?  2(B—1)n+B*-1
N(n)= = : (2)
3 2

i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N (n) okreslone réwnaniami (2) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe rownanie (2) byto spetnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2-(24n+A%) =3 (2AB-1)n+B*~1) ,
4An+2A4*=6(B—1)n+3(B>~1) . (3)

Aby réwnosé¢ (3) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

1A = 6(B—1)
{2A2 = 3(B*-1)

24 = 3(B-1)
{2A2 — 3(B—1)(B+1)

Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy A= B+ 1, co po podstawieniu do
rOwnania pierwszego daje
2B+2=3B-3,

skad B=51 A=6. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (2) otrzymujemy
N(n)=4n+12.
Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 4n+ 13 sktadnikéow.
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Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (1) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

/ng 4n+12 /n2+3k n+6 2
g S Y,y < (4n+13)-(3,

(n+5) = (n+1)°+2k (n+1)

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +o0.
Otrzymujemy

(4n+13)-

(4n+13)- v _Unt1d)en At —4
(n+5)? (n+5)2 (H_%)Q

oraz
g 13) YOO (4nt13) (n46) (4+2)-(1+9)
(n+1? 4l (141
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rOwna 4.

—4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=6, B=>5 i wowczas dana w zadaniu granica
jest réwna 4.
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