Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

KOLOKWIUM nr 10, 10.01.2017, godz. 9:15-10:00 KLOSZ,
Zadanie 1. (10 punktéw)
1
Niech funkcja f:[2,00) — R bedzie dana wzorem f(x)= —;. Dowies¢, ze dla dowol-
T

nych liczb rzeczywistych z, y € [2, 00) zachodzi nier6wnosé
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(@)=l < =~

Rozwigzanie:
Sposob I:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nie-
rownosci x, y > 2:
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co konczy dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci dla dowolnych z, y > 2.
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Nieco inna postaé oszacowan:
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Sposob I1:

Dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista w przypadku x =y, natomiast dla x # y stosu-
jemy do funkcji f twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego.
Na mocy tego twierdzenia istnieje taka liczba ¢ pomiedzy x i y, a wiec spetniajaca nie-

rownosé ¢ > 2, ze
f(@)—f(y) 4 4 1
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co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

Kolokwium 10 -1- Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Zadanie 1 0. (10 punktéw)

Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze

n=1
2 9
Zan Z an"'a'n-‘rl) =3
n=1 8
Wskazowka: Poszukaé szeregu geometrycznego.

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, ze a,, = cq”*1 pamiqtaj@c aby c¢>0oraz 0 <qg<1. Wowczas

Zan Zcq =

—q
oraz 2. ¢
o0 o0 n—1 2-(1 +q
S(antan)’ =Y (1497 () =——5",
n=1 n=1 11— q
co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
c 9
1—q ~ 8
A (1+q?* _9
1—¢q2 8’
czyli

{ 8c=9(1—gq)
82 (1+q)=9(1—q) .

Dzielac drugie réwnanie przez pierwsze otrzymujemy
c-(1+q)=1,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania przemnozonego przez 14¢q daje kolejno
8=9-(1—-¢),
8/9=1-¢°,
¢*=1/9,

skad
q=1/3, c=1/(14q)=3/4.

Otrzymane rozwigzanie prowadzi do

ap=cq" ' = L
n q 4 . 3n_2 .
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg

= 1
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KOLOKWIUM nr 10, 10.01.2017, godz. 9:15-10:00 CEPRY
Zadanie 1. (10 punktéw)
1
Niech funkcja f:[4, 00) — R bedzie dana wzorem f(r)= —;. Dowies¢, ze dla dowol-
T

nych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y|
/(@) =l < e~

Rozwigzanie:
Sposob I:
Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nie-

rownosci x, y > 4:
1 eyl @2ty oy’ )
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co konczy dowod danej w tresci zadania nieréwnosci dla dowolnych z, y > 4.
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Sposob I1:

Dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista w przypadku x =y, natomiast dla x # y stosu-
jemy do funkcji f twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego.
Na mocy tego twierdzenia istnieje taka liczba ¢ pomiedzy x i y, a wiec spetniajaca nie-
rownosé ¢ >4, ze
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co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)

Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

4

Zan Z an+an+1)2:§'

n=1
Wskazowka: Poszukaé szeregu geometrycznego.
Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, ze a,, = cq”*1 pamiqtaj@c aby c¢>0oraz 0 <qg<1. Wowczas

Zan Zcq =

—q
oraz 2. ¢
o0 o0 n—1 2-(1 +q
S(antan)’ =Y (1497 () =——5",
n=1 n=1 11— q
co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
c 4
1—q "3
A (1+q)° 4
1—¢q2 3’
czyli

{ 3c=4(1—q)
32 (14q)=4(1—q) .

Dzielac drugie réwnanie przez pierwsze otrzymujemy

c-(1+q)=1,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania przemnozonego przez 14¢q daje kolejno

3=4-(1-¢),

3/4=1-¢,
¢*=1/4,
skad
q=1/2, c=1/(14q)=2/3.

Otrzymane rozwigzanie prowadzi do

ap=cq" ' = L
n q - 3 . 2n_2 .
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg

= 1
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