Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

KOLOKWIUM nr 11, 17.01.2017, godz. 9:15-10:00 ADEPT

Zadanie 17 (10 punktéw)
1
Udowodnié¢ nieréwnosci 29 <arctg 12 —arctg 7 < 0
Rozwigzanie:
7, twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego

do funkgji f(x) = arctg x na przedziale [7, 12] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (7, 12), ze
arctg 12 —arctg 7= (12—7)- f'(¢) =5 f'(c) .

Poniewaz .
/ JR—
f (‘:E) - .T:Q + 1 )
z nieréwnosci 7 < ¢ < 12 otrzymujemy
1 D D ) 5 ) 1
< arctg 12 —arctg 7= < — =

29 145 122+1 A+1 T T+l 50 107
co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

Kolokwium 11 -1- Odpounedzi i rozwigzania
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Zadanie 18. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :x+‘x2—20‘
na przedziale [—6, 5] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

x2—20 dla ze€ (—oo, —\/%} U {\/ﬁ, +oo)
—22420 dla z€ (—\/%, \/ﬁ)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r+22-20 dla z€[-6,-v20|U[V20, 5]

r—2°+20 dla z¢€ (—\/%, \/2_O>

W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedzialu [—6, 5] jest dana wzorem

1427 dla z€ (—6, —\/2_0)u(\/2_0, 5)
1—-22 dla IE(—@,@)

W punktach —+/20 i /20 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac
jej istnienia — wystarczy dotaczyé¢ te punkty do listy punktéw, w ktérych obliczymy
wartos¢ funkeji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—6, —v 20) U (\/ 20, 5) réwnanie f'(z) =0 sprowadza sie do row-
nania 142z =0, co ma rozwiazanie x =—1/2, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego
zbioru (-6, —v/20)U(v/20,5).

2° W przypadku x € (—\/ 20, v/ 20) réwnanie f’(x)=0 sprowadza sie do 1—2x =0,
co ma rozwiazanie z = 1/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—\/ 20, v/ 20).

\a:?—zo\ —

fz)=

fi(x) =

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedzialu: —6 i 5,
e miejsce zerowe pochodnej: 1/2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —v/20 i v/20.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza row-
ng —v/20=—2v/5 w punkcie —/20 = —2+/5, a warto$¢ najwieksza réwna 20,25 =81/4
w punkcie 1/2.

Kolokwium 11 -2- Odpounedzi i rozwigzania
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KOLOKWIUM nr 11, 17.01.2017, godz. 9:15-10:00 CHINY
Zadanie 17 . (10 punktéw)

1
Udowodnié¢ nieréwnosci 31 <arctg 13 —arctg 8 < TR

Rozwigzanie:
7, twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkgji f(x) = arctg x na przedziale [8, 13] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (8, 13), ze

arctg 13 —arctg 8 = (13—8)- f'(¢) =5 f'(c) .

Poniewaz .
/ JR—
f (‘:E) - .T:Q + 1 )
z nieréwnosci 8 < ¢ < 13 otrzymujemy
1 D D ) 5 ) 1
< arctg 13 —arctg 8= < — =

347170 132+1 241 © &+1 65 13’
co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.
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Zadanie 18. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z) :x+‘x2— 12‘
na przedziale [—5, 4] oraz podaé, w ktoérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

2—12 dla z€ (—oo, —\/ﬁ} U {\/ﬁ, +oo)
—22+12 dla z€ (—\/ﬁ, \/ﬁ)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

r+22—12 dla xE[—E),—\/ﬁ}U{\/ﬁ,él}
r—224+12 dla xe(—\/ﬁ,\/ﬁ>

W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedzialu [—5, 4] jest dana wzorem

1+22 dla z€ (-5 —vI2)U(V12 4)
1—-2z dla IE(—@,@)

W punktach —/12 i /12 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac
jej istnienia — wystarczy dotaczyé¢ te punkty do listy punktéw, w ktérych obliczymy
wartos¢ funkeji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—5, —/ 12) U (\/ 12, 4) réwnanie f'(z) =0 sprowadza sie do row-
nania 142z =0, co ma rozwiazanie x =—1/2, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego
zbioru (=5, —v12)U(V12,4).

2° W przypadku x € (—\/ 12, v/ 12) réwnanie f’(x)=0 sprowadza sie do 1—2x =0,
co ma rozwiazanie z = 1/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—\/ 12, v/ 12).

‘:1:2 _ 12\ —
f(x)=

fi(x) =

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —5 1 4,
e miejsce zerowe pochodnej: 1/2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —v/12 1 v/12.

f(=5)=38,
f(-vi2)=-viz,
F(1/2)=12,25,
F(Vi2)=viz,
)=8.

3

f4

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza row-
ng —v/12=—-2v/3 w punkcie —v/12=—2+/3, a warto$¢ najwieksza réwna 12,25 =49 /4
w punkcie 1/2.

Kolokwium 11 -4 - Odpounedzi i rozwigzania



