Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

KOLOKWIUM nr 1, 17.10.2016, godz. 12:15-13:00

Zadanie 1. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 4 zachodzi réwnosé

()= () -1

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =4 mamy

oraz

()

Zatem dana w zadaniu réwno$¢ przyjmuje postaé¢ 1 =1, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n > 4 bedzie taka liczba naturalng, ze

(W)= 6)-(3)

Wykazemy, ze wéwczas

() ()= ()+ (7))

Wychodzac od lewej strony powyzszej rownosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
otrzymujemy

I 4 n ) n 6 4o+ n + n+1\ (n+1 . n+1\ (n+2 _p
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Powyzej wykorzystaliSmy wzor

() ()= ()

Drugi krok indukcyjny zostal wiec przeprowadzony dla kazdego n > 4.

dla m=n-+1 oraz k=4.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu réwnosc¢ zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n > 4.
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Zadanie 2. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

100n < 2™ +572.

Rozwigzanie:
Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukcyjny.

1° Dla n =1 mamy
L=100

oraz
P=24572=574.

Zatem dana w zadaniu nieréwno$¢ przyjmuje posta¢ 100 < 574, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
100n < 2"+ 572.
Chcemy wykazaé, ze
100+ (n+1) <2"t' 4572,
Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
otrzymujemy
L=100-(n+1)=100n+100 < 2" +572+100 < 2" +572+2" =2""1 1 572 =P
o ile
100 < 2.

Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna nieréwnosci

n>"7.

Drugi krok indukeyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 7.

Dla kompletnosci dowodu indukcyjnego nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nie-
rownosé dla n =7, co okazuje sie przejmowac role pierwszego kroku indukcyjnego.
Ponadto nalezy sprawdzi¢ lub udowodni¢ te nieréwnosé dla n < 6 (z ewentualnym po-
minieciem przypadku n =1, ktéry juz sprawdziliSmy sadzac, ze bedzie on czescig dowodu
indukecyjnego).
Dla n <5 otrzymujemy
L=100n<100-5=500<572<2"4+572=P.
Dla n =6 otrzymujemy
L=600 oraz P=64+572=636,
skad L < P.
1° (to okazuje sie by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym) Dla n =7 otrzymujemy
L=100-7=700 oraz P=128+572="700,
skad L= P.
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3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n > 7, a ponadto wykazalismy jej prawdziwos¢ dla
n < 6.

Uwagi:

Sprawdzenie dla n =7 nie wydaje sie¢ wymagac¢ wiele pracy, jednak brak swiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym bledem.

Maksymalna mozliwa ocena za rozwigzanie, w ktérym brak jest swiado-
mosci konieczno$ci wykonania sprawdzenia dla n =7, to 4 punkty. Réwniez roz-
wigzanie, w ktorym, nawet z powodu drobnego btedu rachunkowego, nie wykryto, ze in-
dukcja nie dziata od samego poczatku, nie moze by¢ ocenione na wiecej niz 4 punkty,
gdyz wowczas rozwiazujacy stracit mozliwosé wykazania, ze wie, co zrobi¢ w przypadku
indukcji startujacej od n=71.
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