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Zadanie e (10 punktow)

Dowies¢, ze liczba logyy,4000 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba logy,,4000 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Wéwcezas otrzymujemy kolejno

m
] 4000 = —
0&200 n
200™/™ = 4000
200" = 4000" .

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-

mujemy
23m . 52m — 25n . 53n ]

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:
3m = dn
2m = 3n
Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
dla takiego rozwigzania mielibysSmy
6m=2-(3m)=2-(5n)=10n>9n=3-(3n) =3-(2m) =6m,
czyli 6m > 6m, co nie jest prawda.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie
rzeczywiste m =n =0 nie jest rozwiazaniem w liczbach naturalnych.
Doszlismy wiec do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log,,,4000 jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logy;,4000 jest niewymierna.
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Zadanie 4. (10 punktéw)
a) (3 punkty) Podaé przyktad takich liczb niewymiernych dodatnich a, b, ¢, d, e, f,
ze liczby
a+b+c, b+c+d, c+d+e, d+e+f, e+f+a, f+a+b

s§ wymierne.
Rozwigzanie:
Jeden z wielu przyktadéw spetniajacych warunki zadania to

a=b=d=e=+2, c¢=f=3-2V2.

b) (7 punktéw) Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, ze liczby
a+b+c, b+c+d, c+d+a, d+a+b

sg wymierne. Dowies¢, ze liczba a jest wymierna.
Rozwigzanie:
Poniewaz liczba

(a+b+c)+(b+c+d)+(c+d+a)+(d+a+b)=3-(a+b+c+d)
jest wymierna jako suma liczb wymiernych, takze liczba a4 b+ c+d jest wymierna (jako
1/3 liczby wymiernej). Stad wynika, ze liczba a = (a+b+c+d) — (b+ c+d) jest wymierna
jako réznica liczb wymiernych.

Uwaga:
Rozwigzanie mozna tez oprze¢ na tozsamosci
(a+b+c)—2(b+c+d)+(c+d+a)+ (d+a+Db)
3 )
ktorag mozna odczytaé z przedstawionych wyzej rachunkéw lub uzyskaé w inny sposob.
Nalezy przy tym wyraznie zaznaczy¢, ze wyrazenie po prawej stronie powyzszej tozsa-
mosci daje liczbe wymierna, jesli cztery sumy w nawiasach sg liczbami wymiernymi.
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