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KOLOKWIUM nr D1, 4.11.2016, godz. 8:15-9:00
Zadanie D1« (10 punktéw)

Udowodnié nieréwnosé

1000
2 n
n" < 9?

dla wybranej przez siebie liczby naturalnej n > 1.
Rozwigzanie:
Zaloézmy, ze n = 22k, gdzie k jest liczba naturalng. Dana w zadaniu nier6wnos¢ przyjmuje

wowczas postaé
51000

(22) (=) ,

co po uproszczeniu sprowadza sie do
22"
<27 (1)
Dwukrotne zlogarytmowanie przy podstawie 2 nieréwnosci (1) prowadzi do nierdw-
nosci rownowaznej

ol 2k-+1000

k4 2k+1000 - 92% (2)

Zauwazmy, ze nieréwnos$é (2) jest spelniona dla k=10, gdyz wéwczas mamy
L =10+2"10 < 24 421010 L 91010 4 91010 _ 91011 91024 _ P

Odpowiedz:

Przykladem liczby spelniajacej warunki zadania jest n= 22" = 21024,
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Zadanie D2« (10 punktéw)
a) (3 punkty) Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e, ze liczby
a+b+c, b+c+d, c+d+e, d+e+a, e+a+b

sg wymierne. Dowies¢, ze liczba a jest wymierna.

Rozwigzanie:
Teza zadania wynika z réwnosci

2(a+b+c)—(b+c+d)—(c+d+e)+2(d+e+a)—(e+a+D)
3

oraz z uwagi, ze wyrazenie po prawej stronie daje liczbe wymierna, jesli sumy w nawiasach
sg liczbami wymiernymi.

b) (7 punktéw) Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e, f, g, ze liczby
a+b+c+d+e, b+c+dte+f, c+d+e+f+g, dte+ f+g+a,
et f+g+a+d, f+g+at+btc, gtat+btct+d

sg wymierne. Dowies¢, ze liczba a jest wymierna.
Rozwigzanie:
Teza zadania wynika z réwnosci

a= <S(a+b+c+d+e)—2(b—|—c—|—d-|—e—|—f)—2(c—|—d+e+f+g)+3(d+e+f+g+a)_

—2(e+f—|—g+a+b)+3(f—l—g—i—a+b+c)—2(g+a+b+c+d)>/5

oraz z uwagi, ze wyrazenie po prawej stronie daje liczbe wymierna, jesli sumy w nawiasach
sg liczbami wymiernymi.

Powyzsza tozsamos$¢é mozna uzyska¢ réznymi sposobami, jednym z nich jest skorzy-
stanie z nastepujacych rownosci:

at+btctdtet+f+g= ((a+b+c+d+e)+(b+c+d+e+f)+(c+d+e+f+g)+

+(d+e+f+g+a)+(e+f+g+a+b)+(f+g+a+b+c)+(g+a+b+c+d))/5,

b+c=(a+b+c+d+e+f+g)—(d+e+f+g+a),
d+e=(a+b+c+d+e+f4+g)—(f+g+a+btc),
a=(a+b+c+d+e)—(b+c)—(d+e).

Rozwiazanie zadania na podstawie powyzszych réwnosci nie wymaga wypisywania
tozsamosci podanej na poczatku rozwigzania — wystarczy zauwazy¢, ze wynika z nich
kolejno wymiernos¢ nastepujacych liczb:
a+b+c+d+e+f+g, b+c, d+e, a.
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