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KOLOKWIUM nr 93, 25.11.2016, godz. 8:15-9:00

Zadanie DD« (10 punktéw) Obliczy¢ granice (ciagu)
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Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do zera przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem ocze-
kiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéow (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe skladnikéw) bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Bedziemy wigc szacowaé kazdy sktadnik z osobna: mianowniki oszacujemy przez wy-
razy postepu geometrycznego o ilorazie 4.

Szacowanie od dotu (mianowniki od géry) prowadzi do:
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Z kolei szacujac od gory (mianowniki od dotu) otrzymujemy:
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W uzyskanych oszacowaniach wystepuje suma tego samego postepu geometryczne-
go n+1l-wyrazowego o pierwszym wyrazie 1 i ilorazie 1/4. Ze wzoru na sume postepu
geometrycznego otrzymujemy
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Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnoéci a,, < b, < ¢,, a ponadto
przy n— oo mamy
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z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 4/3.
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Zadanie D0 . (10 punktéw)
Obliczy¢ granice
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Wskazowka-przypomnienie: 124+22+3%+ .. +n? = n-(n+ )6( nt )

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzié do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikow odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos¢. Bedziemy wiec szacowac kazdy sktadnik
z osobna: mianowniki przez wspolna wielkos¢, a liczniki przez mozliwie proste wyrazenia,
ktore pdzniej uda si¢ wysumowac.

Szacowanie od dotu prowadzi do:
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Z kolei szacujgc od gory otrzymujemy:
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Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci a,, <b, < c¢,, a po-
nadto przy n — oo mamy
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oraz
6n°+n* - (n?+1)-(2n*+1) 6n*+(1+n"?)-2+n7%) 1
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z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 1/3.
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