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KOLOKWIUM nr 99, 16.12.2016, godz. 8:15-9:15
Zadanie D9 (10 punktéw) Dana jest funkcja f:R— R okreslona wzorem

flz)=vaz24108.

Dla wybranych przez siebie liczb rzeczywistych z, y udowodni¢ nieréwnosé
|f(z) = f(y)|>0,6-|z—yl.

Rozwigzanie:
Zastosowanie wzoru na réznice kwadratéw prowadzi do
|22 — 1’| |z +y
f (@)= f(y)|=

g = |\ — . .
Va?+108+/y>+ 108 7=yl Va2 +108+/y*+ 108
Dana w tresci zadania nierowno$¢ bedzie spelniona, jezeli x #y oraz
|z +y
>0,6. 1

Va2 +103+ /4% + 108 1)
Dla uzyskania nieréwnosci (1) wystarczy przyjaé, ze z i y sa réznymi liczbami rzeczywi-
stymi dodatnimi spetiajacymi warunki

z>0,6-v22+ 108 (2)
y>0,6-1/y2+108. (3)

Przeksztatcanie nieréwnosci (2) prowadzi (przy zatozeniu dodatniosci x) do nieréwnosci
rownowaznych:

oraz

2 >0,6% 2% +0,6%-10%,
0,64-2%>0,36-10%,
x2>0,36-108
0,64 '
x2>36-108
64
6-10*
g
3-10*
1
x> 7500

x>

T >

Analogicznie nieréwnos¢ (3) jest réwnowazna nieréwnosci y > 7500.

Dana w tresci zadania nierownos¢ jest wiec prawdziwa dla dowolnych réznych liczb
rzeczywistych x, y wiekszych od 7500, np. dla x =7501 i y ="7502.
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Zadanie 00, (15 punktéow)
Liczba wymierna ¢ > 1 spetnia réwnoéé¢ 3¢ = ¢3. Udowodnié, ze ¢ = 3.

Mozesz dostaé¢ 6 punktéw za rozwigzanie czesSciowe polegajace na udowodnieniu jednego
z nastepujacych twierdzen:
e Liczba wymierna ¢ > 1 spelniajaca réwnosé 3¢ = ¢ musi by¢ calkowita.
e Liczba catkowita ¢ > 1 spelniajaca réwnosé 3¢ = ¢ musi by¢ réwna 3.
Rozwigzanie:
Niech ¢ > 1 bedzie liczba wymierna spelniajaca réwnanie

39=¢>. (4)
Zapiszmy ja w postaci utamka nieskracalnego m/n o naturalnym liczniku i mianowniku.
Przeksztatcanie réwnania (4) prowadzi kolejno do:

m\ 3
w-(z)
n

. m 3n
r=(%)
3P =mi" (5)

Gdyby liczba n byta wieksza od 1, miataby dzielnik pierwszy p. Poniewaz lewa strona
réwnosci (5) bytaby podzielna przez p, takze prawa strona bytaby podzielna przez p, skad
wynika, ze liczba m bylaby podzielna przez p. Poniewaz jednak z zatozenia liczby m i n
sa wzglednie pierwsze, taka sytuacja nie jest mozliwa, co dowodzi, ze n = 1. Otrzymujemy
wiec rO6WNosé

3" =m?3. (6)
Wobec tego liczba m nie jest podzielna przez zadna liczbe pierwsza r6zng od 3, jest wiec

potega tréjki o naturalnym wyktadniku. Zatem m = 3% dla pewnej liczby naturalnej k
i w konsekwencji

33" _ 93k
co prowadzi do
3F =3k,
czyli
k=31 (7)

Poniewaz liczba wyrazow k—1-szego wiersza trojkata Pascala nie przekracza sumy tych
wyrazow, mamy

Y

skad
k, < 2k‘—1 < 3k—1 ’

przy czym ostatnia nier6wnos¢ jest ostra dla k > 2. Zatem dla k > 2 zachodzi nieréwnos¢
k < 3k wobec czego réwnosé (7), a w konsekwencji takze réwnosé (6), jest falszywa dla
k>2, czyli dla m # 3.

W rezultacie k=11 m =3, co daje ¢ =3.

Kolokwium 55 -2- Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2016/17

Uwaga 1: Istnieje liczba niewymierna g~ 2,47805268 spetniajaca réwnanie 39 = ¢.

Uwaga 2: Inny, bardziej skomplikowany, sposéb wykazania, ze q jest liczbg catkowita:

Poniewaz lewa strona réwnosci (5) jest podzielna przez 3, takze prawa strona jest
podzielna przez 3, skad wynika, ze liczba m jest podzielna przez 3. Poniewaz z zatozenia
liczby m i n sa wzglednie pierwsze, liczba n nie jest podzielna przez 3.

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze wynika, ze potegi trojki
wystepujace w rozkladach na czynniki pierwsze liczb po obu stronach réwnosci (5) sa
rowne. Otrzymujemy wiec

m=3nk,

gdzie k jest wyktadnikiem, z jakim trojka wchodzi do rozktadu liczby m na czynniki
pierwsze. Stad wynika, ze liczba n jest dzielnikiem liczby m, a poniewaz jednoczes$nie
liczba n jest wzglednie pierwsza z m, musi by¢ n = 1.
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