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KOLOKWIUM nr D8, 20.01.2017, godz. 8:15-10:00

Zadanie 00 . (10 punktéw)

Niech funkcja f:R—R bedzie funkcja odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowane;j
wzorem g(z) =+ 9. Obliczyé f/(0), f/(10) i f/(100).

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze pochodna funkcji g dana jest wzorem

g (x)=32%49.
Zauwazmy tez, ze
g(0)=0, g¢(1)=10 oraz ¢g(4)=100,

skad odpowiednio
f(0)=0, f(10)=1 oraz f(100)=4.

Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy

1
T =@
co po podstawieniu kolejno x =0, =10 i x =100 prowadzi odpowiednio do
1 1 1 1
PO~ 550y v ~5@9 o
1 1 1
MU= g0 ~vm "5 ers 12
1 1/(100) = ! = ! ! i

g(f(100)) ~ g'(4) 3-424+9 57
Odpowiedz:
=g, 0= '(100) =
I )*g, f( )7172 oraz  f/( )75
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Zadanie 07 « (10 punktéw) Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (0, +00) spel-
nia warunki f(2)=2 1 f(4) =8. Rozstrzygnaé, czy stad wynika istnienie takiej liczby
rzeczywistej dodatniej x, ze f'(x)=./f(x).

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Nie wynika.
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

f(z)
Woéwcezas f(2)=21 f(4)=8, a ponadto dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej z

zachodzi
fa) ==V =22 = 2 @) = Va1 # 1),

==

Zadanic 08. (20 punktéw) Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (0, +00) spet-
nia warunki f(2)=1 1 f(4) =4. Rozstrzygnaé, czy stad wynika istnienie takiej liczby
rzeczywistej dodatniej x, ze f'(z)=./f(x).

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Wynika.

Rozwazmy funkcje ¢g: (0, +00) — (0, +00) okreslona wzorem g(z)=2-/f(x). Wow-
czas g(2)=2 i g(4) =4, skad na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci éredniej ra-
chunku rézniczkowego wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej ¢ € (2, 4), ze

g0 =190y
7, drugiej strony X )
0)=2 s )=,
skad
o
f(e)
czyli
f(e)=y/f(c)
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Zadanie 09. (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:R— R okreslona wzorem f(z)=In (e*+e*). Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
[f(2) = ) <]z —yl.
Rozwigzanie:

Pomingwszy trywialny przypadek x =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
rachunku rézniczkowego wynika réwnosé
[f(2) = f)=lz—yl-|f ()],

gdzie c jest pewna liczba lezaca pomiedzy z i y.

Wystarczy wiec wykazaé, ze | f'(z)| < 1 dla kazdej liczby rzeczywistej x, co dowodzimy
nastepujaco:
e’ —e "
er*+e ®

B ‘e;c_e—z’ o ’e$‘+|_e—z| B ex+e—x
N et 4e * = et4e * _ex—l—e*f’f

/(@) =
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Zadanie 10, (10 punktéw) Udowodnié¢ nier6wnosé
26 - earctg 5 < 25. earctg 7
Rozwigzanie:
Dowowdzona nieréwnos¢ po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e przyjmuje

postac
In 26+ arctg 5 <In25-+arctg 7,

co mozna przepisa¢ jako
In26 —1In 25 < arctg 7 —arctg 5.

7, twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkeji f(x) =Inz na przedziale [25, 26] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (25, 26), ze
In26—1n25=(26—25)- f'(c) = f'(c).

Ponadto z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowa-
nego do funkcji g(x) = arctg x na przedziale [5, 7] wynika istnienie takiej liczby d € (5, 7),

ze
arctg 7—arctg 5= (7—5)-¢'(d)=2-¢'(d) .

Poniewaz .
! e
fa)=-
oraz ,
/ _
g (’T) - 332 + 1 )
z nieréwnosci 25 < ¢ < 26 oraz 5 < d < 7 otrzymujemy odpowiednio
1 1 1
— < In26-In25=f'(c)=- < —
6 < MA-WB=7l)=1 < o
o 12 2 2 1
=_— < arctg7—arctgh=2-¢'(d) < —=—.

25 50 T2+ 2 13

W konsekwencji

1
In26—1n25 < % <arctg 7—arctg 5,

co konczy dowod nieréwnosci podanej w tresci zadania.
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