Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2016/17

KOLOKWIUM nr 99, 27.01.2017, godz. 8:15-10:00

Zadanie T 1. (10 punktéw)
Obliczy¢ sume szeregu

s 1
;::1 In2+3n—2"
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B

0 43n—2  (Bn-1)Bn+2) 3n—1 3n+2’
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (3n —1)(3n+2) otrzymujemy
1=A(Bn+2)+B(Bn—-1).
Dla n=1/3 otrzymujemy A =1/3, natomiast przyjecie n=—2/3 daje B=—1/3.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza si¢ wzorem

s _iv: 1 _1%( 11 )_
NTe9n243n—-2 3 = \3n—1 3n+2/)

n=1

=5 (G5)+ (-9 (v -sw)*
3 2 5 5 8 8 11/ 7 \3N—-7 3N-—4

+( 1 1 )+< 1 1 ))_1(1 1 >
3N—-4 3N-—1 3N—1 3N+2/)/) 3 \2 3N+2/’

co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/6.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/6.
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Zadanie T 2. (30 punktéow)

o
Dany jest taki szereg zbiezny Y a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o (e}
Zan <24 oraz Zai <3
n=1 n=1
Dowies¢, ze
[e.9]
dal<C
n=1

gdzie C' =12 (za 30 punktéw) lub C'=17 (za 10 punktéw).
Rozwigzanie:
Korzystajac z nierownosci miedzy srednia geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy

o0 ] 00 4
N I

L (zan+zan+za) rdich Ly,
n=1

oraz

o0
D=

n=1 n
1
6

00 nt 8 4
/aniana‘l Z Jan - an, \Zan+an+8a _

n=1

24+-24+24 72

. S g 77 T _ 7
—i—z_:a nz::lan>\ G 5 12.

I MS lMg
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Zadanie T3 (30 punktéw) Interesuja nas funkcje f:(—1, +00) — R spelniajace
warunek
fx)=1+2)"Y" dla ze(—1,+00)\{0}. (%)
a) (10 punktéw) Udowodnié, ze istnieje funkcja ciagla f speliajaca warunek (%)
i obliczy¢ f(0) dla tej funkcji f.
Rozwigzanie:
Podstawiajac w granicy

1 t
lim (1 + ) =e
t—o0 t
t=1/x, czyli x=1/t, otrzymujemy
lim (1+4x)

z—0t

1
T —e.

Ponadto

1\* 1\ t—1\" t\! 1\*
i (42 = (12 (1) i () i (1)
t——o00 t t—-+o0 t t—-+o0 t t—+oo \t—1 t—-+o0 t—1

1 \!! 1
=tilinoo<<”t_1) ‘<1+t_1>>:€'1=6~

1 t

t——o00

Mamy wigc

co po podstawieniu ¢t =1/z, czyli z =1/t, daje
lim (1+2)/*=e.

z—0~
Stad otrzymujemy
lim f(z) = lim (14+2)'"" =

co po przyjeciu f(0)=e prowadzi do funkcji ciaglej f.
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b) (20 punktéw) Dla funkeji ciagtej f speliajacej warunek (x) obliczy¢ pochodna
f(0) albo wykazaé, ze f jest nierézniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:
Zauwazmy najpierw, ze dla x € (—1, +00)\ {0} mamy

d d d
f/(ZE) _ 7<1 —i—]})l/x _ 76(1/:7c)~1n(1+3:) _ 6(1/:r)~1n(1+m) . % ((1/%) Jn (1 +$)) _

dx dx
= (1+) <_1n<ij“") +x'<;+1)> .

Zastosowanie reguty de 'Hospitala do definicji pochodnej funkcji f w zerze daje

() = pim 7OV IO i TV i, 1) i 1),

ale mozna tez od razu powotaé sie na ogdélng réwnosé f'(0) = lin% f'(x) prawdziwa, gdy

f jest rozniczkowalna wokot zera i ciggta w zerze.
Z pomocy reguty de I’'Hospitala wyliczamy

fmnzg%fu»:g%(u+wym.(fn“+$f+ 1 )):

22 z-(z+1)
: . In(1+x) 1 . x—(1+z)-In(1+z) gn
_ 1z _ —e. =
_}:g%(l—i_x) ilﬁé( 2 +x-(x+1)> ealcli% 22 (z+1)
e, o 1-m(+2)-(1+2)/Q+e) . -Wm0+z)qn . —1/0+z) e
z—0 322+ 2x -0 3x24 2z =0  Gr+2 2
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Zadanie T4 (100 punktéw)
a) (10 punktéw) Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (0, +00) spelnia warunki
f(2)=31 f(50) =15. Rozstrzygnaé, czy stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej

dodatniej z, ze f'(x)=——.
S0 e T =5
Rozwigzanie:

Odpowiedz: Nie wynika.
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

flx)=1/92/2.

Wowezas f(2) =31 f(50) =15, a ponadto dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x

zachodzi
9/2 9/4 B 9/4 1

To ez ez T@ 7 @)

f'(x)

b) (20 punktéw) Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (0, +00) spetia warunki
f(2)=21 f(50) =10. Rozstrzygnaé, czy stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej
dodatniej x, ze f'(x)=—.

f(x)

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Wynika.

Rozwazmy funkcje ¢: (0, +00) — (0, +00) okreslong wzorem g(z) = . Wéwezas

(f(2))’
2

g(2)=21 g(50) =50, skad na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej wynika
istnienie takiej liczby rzeczywistej ¢ € (2, 50), ze

, 9(50)—g(2) _50—2
IO="5y ~m-a b
7, drugiej strony /
o) = 2T TE ) i

skad

fle)-f'(e)=1,
czyli .

file)= CH
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c) (20 punktéw) Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (0, +00) spelnia warunki
f(2)=101 f(50) =14. Rozstrzygnaé, czy stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej

1
dodatniej z, ze f'(z)=——.

o /()
Rozwigzanie:
Odpowiedz: Wynika.
2
Rozwazmy funkcje g: (0, +00) — (0, +00) okreslona wzorem g(x) = (f(;)) Wéwezas

9(2) =501 g(50) =98, skad na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej wynika
istnienie takiej liczby rzeczywistej ¢ € (2, 50), ze
g(50)—g(2) 98—50 48

O=""50"2 “so-2 s -
7 drugiej strony /
o)=L = o). ),
skad
fle)-flle)=1,
czyli .
f(C)Zm-

d) (50 punktéw) Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (0, +00) spetnia warunki
f(2)=10,0051 f(50) =14,007. Rozstrzygnaé, czy stad wynika istnienie takiej liczby rze-
czywistej dodatniej x, ze f'(z)=——.

()

Rozwigzanie:
Odpowiedz: Nie wynika.
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem
f(z)=1,0005-v2x+96.
Woéwezas f(2) =10,005 1 f(50) = 14,007, a ponadto dla dowolnej liczby rzeczywistej do-
datniej x zachodzi

Fz) = 1,0005-2  1,0005  1,0005% _1,000527é 1
C2.y/20+96  22+96  1,0005-22+96  f(z) 7 f(z)’
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