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Zadanie 81. (20 punktéw) Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza
nierownosci

?.n.<n+1).\/ﬁ < Xn:\/ﬁ < g-n-(n—{—l)-\/n 1.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =1 dowodzone nierownosci przyjmuja postac
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2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze prawdziwe sa nieréwnosci
2 i 2
5-n-(n+1)-\/ﬁ< > VE < 5-n-(n+1)-\/n 1. (1)
k=1

Udowodnimy, ze wowczas analogiczne nieréwnosci sa prawdziwe po zastapieniu liczby n
liczba n+1, a mianowicie
2 n+1 2
5~(n+1).(n+2)- n+l < Y VK3 < 5
k=1

W celu dowodu lewej nieréwnosci (2) skorzystamy z lewej nieréwnosci zatozenia induk-
cyjnego (1). Otrzymujemy
n+1 n

X_jx/ﬁzz_:\/ﬁﬂ/(nﬂ)%?-n-(n+1)-\/ﬁ+\/(n+1)3,

a wiec do zakonczenia dowodu lewej nier6wnosci (2) wystarczy dowiesé, ze

g-n-(n—l—l)-\/ﬁ—l—m??'(n+1)'(n+2)'vn+1' (3)

Przeksztalcanie nieréwnosci (3) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:
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2:n-v/n>2n—1)-vVn+1,
4-n*>2n—1)%-(n+1),
(2n)* > (2n—1)%-(2n+2),

a ta nierowno$¢ jest prawdziwa jako odpowiednio przeksztalcona nieréwnosé miedzy
srednig arytmetyczng i geometryczng liczb 2n—1, 2n—1 1 2n+2.

Analogicznie postepujemy dla dowodu prawej nieréwnosci (2). Korzystajac z prawej
nieréwnosci zalozenia indukcyjnego (1) otrzymujemy
n+1

2
§j\/ }:\/ Jn+1)3<Z o (n+1)-vVn+1 1)3
34+4/(n+1) 5n(n+)n++(n—|—),
a wiec do zakonczema dowodu prawej nieréwnosci (2) wystarczy dowiesé, ze

2
g-n-(n+1)-\/n+1—l— (n+1)3< 5-(n+1)-(n+2)-\/n+2. (4)
Przeksztalcanie nieréwnosci (4) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:
2 2
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(2n+5)*- (n+1)<4-(n+2)?,
2-(2n+5)* (n+1)<8-(n+2)*,
(2n+5)*-(2n+2) < (2n+4)?,
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]

a ta nierowno$¢ jest prawdziwa jako odpowiednio przeksztalcona nieréwnosé miedzy
srednig arytmetyczng i geometryczng liczb 2n+5, 2n+5 i 2n+2.

Na mocy zasady indukcji matematycznej dane w zadaniu nieréwnosci zostaty udo-
wodnione dla kazdej liczby naturalnej n.
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