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KOLOKWIUM nr 8D, 17.01.2017, godz. 9:15-10:00

Zadanic 8. (20 punktéw)

Dana jest funkcja f:R—R okre§lona wzorem f(z)= /224 1029. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z -yl
7)) < 222

gdzie C' =98 (za 20 punktéw) lub C' =48 (za 8 punktow).

Rozwigzanie:
Rozwigzanie za 8 punktow:

Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
a® —b® = (a4—b4> : (a4+b4) = (az—b2> : (a2+b2) . <a4+b4) =
=(a—b)-(a+Db)- (a2—|—62> . (a4—|—b4> ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a® — 18
(a+b)-(a?+0b%)-(a*+0b*)
Przyjmujac a = /22 + 1029 oraz b= /52 + 1029, zauwazamy, ze a+b> 0 i przeksztalca-

my lewa strone dowodzonej nieréwnosci:
F(2) = fy) = | Y2 F 1020 — 2+ 1029’ -

B (22+1029) — (y*+1029)
(Va?+ 1029+ /7 +1029)-( V/a? +1029 + /4 +1029)- (Va2 + 1029+ /y? + 1029

a—b=

B 2% — |
(Va?+1029+ §/47 +1029) - (Va2 +1029+ /y” +1029) - (Va2 + 1029+ /47 + 1029)

_ [z —y|-|z+yl
(Va?+1029+ ¥/y7+1029) - (V22 +1029+ /" +1029) - (Va2 + 1029+ /4> +1029)

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a2 otrzymujemy:

o+ y| < [z + |y = Va? +/y? < Va2 + 1029+ /y? + 1029,

skad
[z +y|

Va2 +10294 /4% +1029

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1

< = :
V2410294 y2+1029  /0+1029+ ¢0+1029 2- /1029
Analogicznie

1 1 1
< = :
V2241029 + Vy2+1029  v0+1029+ v0+1029  2-v/1029

Kolokwium 85 -1- Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX de LUX, zima 2016/17

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|-[z+y|
(Va2+1029+ /7 +1029) - (V22 +1029+ /42 +1029) - (Va2 1029+ /47 +1029)
=l 1 - 1 . |z +y| <
V2241029 + Y2 +1029  22+1029 + vy2+1029 a2+1029+ +/y2+1029
oyl —b L -yl oyl eyl eyl
2-9/1029 2-v/1029  4-V/1029%  4-V10243 4-y/2%0  4.v21
[z —y| |z —y| [z =y le—yl _le—yl _lz—y[

T4 VB VT 449128 16-9128 16-v/81  16-3 48
Rozwigzanie za 20 punktow:

Pominawszy trywialny przypadek x =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
rachunku rézniczkowego wynika réwnosé

|f (@)= f@W)l=lz—=yl- [ ()],
gdzie ¢ lezy pomiedzy x i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze |f'(x)] <1/98 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Przyjmujac!

x
9(2) = f'(x) =

(#)=F) 4. (22 +1029)7®

otrzymujemy
—3/4
lim g(z)= lim ’ 75 = lim ’ 75 =0
w—Hoo r=F0 4. (£24-1029) r=F0 4. (141029 272)
Zauwazmy, ze g jest rozniczkowalna na catej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem
1 71>

/
T)= — .
g() 4-(2241029)7%  16-(2241029)"/®

Rozwiazujemy réwnanie na zerowanie sie tej pochodne;j:
1 72>

4-(2241029)® 16 (22+1029)"/%"
4- (22 4+1029) =72,

4-1029 = 322, 4-3-343 =327, 4.7 =22, r=+14-V7.
Wryliczamy warto$¢ funkcji ¢ w miejscach zerowych pochodnej:

g(£14-V7) = 14-v/7 + VT

4. ((i14.\/7)2+1029)7/8 2.(4-73—1—3.73)7/8
77 i?-\ﬁ !

o (748 T T 2712 98

Stad wynika, ze funkcja g przyjmuje najmniejsza i najwigksza wartos¢ odpowiednio
—1/98 1 1/98, skad |g(x)| <1/98 dla kazdej liczby rzeczywistej .

W celu unikniecia pojecia pochodnej drugiego rzedu.
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