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KOLOKWIUM nr 80, 24.01.2017, godz. 9:15-10:00

Zadanie 80. (20 punktéw)

Dana jest funkcja f:R— R okreslona wzorem f(x)= Vr2+12. Dowiesé, ze dla do-
wolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

r—y
1) fl< 220

gdzie C'=6 (za 20 punktéw) lub C'=3 (za 5 punktow).

Rozwigzanie:
Rozwigzanie za 5 punktow:

Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
at—bt= (az—bQ) : (a2+b2) =(a—"0b)-(a+0b)- (a2+b2) ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a4 o b4
(a+b)-(a®+b%)"
Przyjmujac a= v22+12 oraz b= 42+ 12, zauwazamy, ze a—+b>0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

a—b=

(22 +12) — (> +12)

_ — |2 _ Y2 — -
@)= J)l =i+l m‘ (Va?+ 12+ 7 +12) (Va2 + 12+ V47 +12)
B 2% —y?| _
- (Verr 124 7+ 12) (VAR 124+ VP+12)
[z —yl-lz+y|

(Va2+12+ V2 +12) - (Va2 + 12+ Vi +12)
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a2 otrzymujemy:

o y| < o]+ [yl = Va2 +\/y2 < Va2 + 12+ \Jy2 +12,

[z +y
VIZ+12+Vy2+12

skad

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1

< = :
VeZ+ 12+ VP12 VO+ 124+ v0+12  2-v/12

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —yl- [z +yl| _
(VT 2+ ¥+ 12) - (Voo + 12+ 4 12)
1 |z +y|

= |r— . . <
7=y V124 VP12 Va2 H 12+ VyP 12

1 le—y| _|lr—y|l |z—y|
<lz—ul- = < —
Sle=vl 575 1612 > Y99 3
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Rozwigzanie za 20 punktow:

Pomingwszy trywialny przypadek x =y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
rachunku rézniczkowego wynika réwnosé

[f (@)= f)=lz—yl-|f ()]
gdzie c lezy pomiedzy x i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze |f'(x)] <1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej .
Przyjmujac!

x
xTr)= ,l‘ = —-—-———
o) = 10) = 5
otrzymujemy
x z1/?
lim g(z)= lim ——— = lim =0
z—+00 ( ) :p—>:too2,(x2_|_12)3/4 g:—»j:oo2,(1+12,x—2)3/4

Zauwazmy, ze g jest rozniczkowalna na catej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem
1 32
2. (22 +12)7" 4. (22 412)7"
Rozwiazujemy réwnanie na zerowanie si¢ tej pochodne;j:
1 B 3a2
2-(22+12)%* 4. (22412)7*7
2. (:c2+12) =322,

g'(z)=

2-12 =22,
r==42-16.
Wyliczamy wartosé¢ funkcji ¢ w miejscach zerowych pochodnej:
+2-/6 2:4/6 2:4/6 1
2 3/4 2-363/4 2-63/2 6
2. ((iz-\/é) +12)

Stad wynika, ze funkcja g przyjmuje najmniejsza i najwiekszg warto$¢ odpowiednio
—1/611/6, skad |g(z)| < 1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej .

W celu unikniecia pojecia pochodnej drugiego rzedu, gdyz to pojecie nie obowiazuje na tym
kolokwium.
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