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KOLOKWIUM nr 87, 31.01.2017, godz. 9:15-10:15
Zadanic 8'7 « (40 punktéw)

Dowies¢, ze nieré6wnosé
(n+1)*"*3 <n?. (n43)"+3
. zachodzi dla dowolnej liczby naturalnej n. (wersja za 30 punktow)
. zachodzi dla dowolnej liczby rzeczywistej n > 0. (wersja za 40 punktéw)
Rozwigzanie:
Sposob I: (za 40 punktéw)
Po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e dana w zadaniu nierownos¢ przy-
biera postac

3-fln+1)<2-f(n)+ f(n+3), (M)

gdzie f(z)=x-lnx dla £ >0. Poniewaz f'(z)=Inz+2=Inz+1 oraz f"(x)=1/2>0,
funkcja f jest écisle wypukla w przedziale (0, +00), skad wynika nieréwnos¢
2 1 2 1
f(3'$+3'y> < g'f(@"’g'f(y)

prawdziwa dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x, y. W szczegdlnosci
dla x =n oraz y =n-+3 otrzymujemy

2 1 2 1

f<3-n+3-(n—|—3)> < g'f(n)+§'f(n+3) ;

czyli

F41) < S fn)+ 5 fn+3)

a to po obustronnym pomnozeniu przez 3 daje nieréwnosé (#).

Sposoby II-1V: (za 30 punktéw)

Nierownos$¢ miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng moze by¢ sformutowana
w nastepujacej postaci: Iloczyn ustalonej liczby czynnikéw nieujemnych o ustalonej sumie
jest najwigkszy, gdy wszystkie jego czynniki sg réwne.

W prosty sposéb wynika stad nastepujace uogolnienie: Jezeli dane sa dwa iloczyny
o takiej samej liczbie czynnikéw nieujemnych, a przy tym jeden z tych iloczynéw ma
wszystkie czynniki rowne oraz ma sume czynnikow wiekszg lub réwng sumie czynnikow
drugiego iloczynu, to jego wartosé jest wieksza.

Chcac zastosowaé powyzszy wniosek do dowodu nieréwnosci podanej w zadaniu, prze-
mnozymy ja stronami przez n®, aby po prawej stronie otrzyma¢ iloczyn réwnych czyn-
nikéw. Dostajemy nieréwnos$¢ réwnowazng

n6 . (n+ 1>3n+3 < n2n+6 . (n+3)n+3 ,
czyli
n®. (n+1)%+ < (n3 +3n2)n+3 :

Dla dokonczenia rozwiazania wystarczy odpowiednio pogrupowac¢ czynniki po lewej
stronie ostatniej nieréwnosci.
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Sposéb 1I:
() (1) < ()™

n+1 ) n+3

<n3)2 . (n3 +3n%+3n+ 1)
co wymaga nastepujacej nieréwnosci miedzy sumami czynnikow:
2:-n°+(n+1)- <n3+3n2+3n+ 1) <(n+3)- (n3+3n2) :
2-n34+nt +4nd+6n’ +4n+1 < n* +6n3+9n?,

< (n3 +3n?

Y

n*+6n®4+6n%+4n+1<n* +6n*49n?,
dn+1<3n?,
a to jest spetnione dla kazdej liczby catkowitej n > 2, gdyz wowczas
In+1<4dn+n=>5n<6n<3n?.
Pozostaje sprawdzi¢, ze dla n =1 dowodzona nieréwnosé¢ przyjmuje postac
26 <4
czyli
20 <28,

Sposob I11:
<n2 “(n+ 1))3 : ((n+ 1)3)n < (n3 + 3n2)n+3 ,

(n3 +n2)3 . (n3 +3n%+3n+ 1>n < (n3 ~|—3n2)n+3 ,

co wymaga nastepujacej nieréwnosci miedzy sumami czynnikow:
3 <n3+n2> +n- (n3+3n2+3n+1) <(n+3)- (n3—|—3n2> :
33 +3n% +nt+3n3 +3n2 +n<nt+6n+9n?,
nt+6n® +6n*+n<nt+6n°+9n?,
n<3n?,

a to jest spetione dla kazdej liczby catkowitej n > 1.
Sposéb 1V: Jezeli n > 3, to mozemy dokona¢ nastepujacego pogrupowania czynnikéw:
(n “(n+ 1)2)6 . ((n + 1)3)n_3 < (n3 + 3n2)n+3 :

n—3

(n3+2n2+n)6- <n3+3n2+3n+1) )"+3

a to wymaga nastepujacej nierownosci miedzy sumami czynnikow:
6- (n3+2n2+n) +(n—3)- (n3—|—3n2+3n—|— 1) <(n+3)- (n3+3n2> )
6n°+12n% +6n+n* —6n° —8n—3 < n*+6n>+9n?,

< (n3 +3n?

Y

n*+6n+6n%+2n—3 <n*+6n3+9n?,
2n—3<3n?,

co jest spetnione dla kazdej liczby naturalnej n.
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Pozostaje sprawdzi¢, ze dla n =1 dowodzona nieréwnos¢ przyjmuje postac

26 < 41
czyli
20 <28
a dla n =2 sprowadza sie do
39 <2%.5%,

co wynika z nieréwnosci
37=3-9'<5-10"=2"-5°.

Sposdb V' (pomyst tego sposobu rozwigzania pochodzi z pracy Pana Mateusza Skorskiego):
(za 40 punktéw)
Przepisujemy dowodzong nieré6wnos¢ w postaci

n n ]. ’

() < (5rm) | .

Nieréwnos¢ (dé) wynika tatwo z nieréwnosci

(e D) e (e ) ©)

ktore sa prawdziwe dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich n i m — dla dowodu
nieréwnosci (M#) wystarczy przyja¢ w nieréwnosciach (©) m=(n+1)/2 i podniesé je
stronami do kwadratu.

czyli

Udowodnimy teraz nieréwnosci (©).
Lewa nieréwnos¢ (©) po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e przyjmuje
postac

1
n-ln <1—|—> <1,
n

1 1
In (1 + > < —,
n n
co po podstawieniu x =1/n sprowadza sie do

In(l1+z)<z  dla z>0. ()

Z kolei obustronne zlogarytmowanie przy podstawie e prawej nieréwnosci () prowa-
dzi do nastepujacych nieréwnosci rownowaznych:

1
1 <(m+1)-In (1+),
m

1 m+1
<ln( >,
m-+1 m

1
]
m—+1 n<m—|—1
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1
(e L),
m—+1 . m—+1

co po podstawieniu z = —1/(m+1) sprowadza sie do
In(l1+z)<z dla —1<z<0. (&)
Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy wykazac, ze
In(l4+z)<z dla x>—-1, 2#0. (Oéb)

W tym celu rozwazmy funkcje f:(—1, +00) — R okreslona wzorem
fx)=In(z+1)—=x.
Woéwezas f(0) =0, a ponadto

1 >0 dla ze(-1,0)
— 1
r+1 <0 dla 2>0

Zatem funkcja f jest rosnaca w przedziale (—1,0) i malejaca w przedziale (0, +00),
osiaga wiec maksimum réwne 0 w punkcie 0. Stad f(z) <0 dla x € (=1, +00)\ {0}, co
jest réwnowazne nieréwnosci (Odb).

f'(x)
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