Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2016/17

Kolokwium nr 1: poniedziatek 17.10.2016, godz. 12:15-13:00, material zad. 1-29.
1. Indukcja matematyczna. Dwumian Newtona.
Poziom standardowy (z my$la o ocenie co najwyzej dobrej)

Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach 10,12.10.2016 (grupy 2-5).
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed éwiczeniami.

1. Wskaza¢ taka liczbe C, ze dla dowolnej liczby catkowitych nieujemnych n i k, gdzie
n > k42, prawdziwa jest réwnos¢

(k) e (i) (u2e) = (i2):

2. Uporzadkowaé rosngco nastepujace liczby:
100 100 100 100 100 100
7 ) \2r ) \47 ) \57) \77) \97)

3. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

2n—1 1
1+2-3+3-32+4-33+5-34+...+n~3”*1:”T-:suz.
4. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi rownosé
1+1+1+ n 1 _1 1
2 6 12 7 (n—-1)n = n’

Oznaczenia:
n

Zai = O+ Qg1 +Apy2 + A3+ ... Ap—1 +ap
i=m
n

Hai:am'a'm—f—l'am+2'am+3"~-'an—1'an

=m

Obliczy¢ wartosci wyrazen:

5 100 10 5 2015
5.4 6. > @ 7.Y 7 8 [ 9 I &%
=3 1=—99 i=—10 =1 1=—2015
10. Czy réwnosé 2- [ " ) jest prawdziwa dl
. Zy rownosc z- = €S rawdziwa a
Y k) k1) 0P
a)yn=_8, k=2 b) n=10, k=3 c)n=15 k=4 d) n=17, k=5
11. Czy prawdziwa jest rownosé
15 24 37 29
a) [[n=15! b) [[n=23! c) [[ n=-37 d) > n=29
n=2 n=>5 n=-—1 n=—28

12. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych a,b,c zachodzi réwnosé
a+b+c\ (b+c\ [(a+tb+c)\fa+tc
a b ) b a |’
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13. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé

1+ 1 n 1 - 1 1 1
6 24 60 7 (n—1)n-(n+tl) 4 2n(n+1)’
14. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé
1+1+i+i+ . I (n—1)(3n+2)
38 15 24 77 n2—1 dn(n+1)

15. Dowies¢, ze dla kazdego n > 2 zachodzi rownosé

16. Dowiesc¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

2% +1)- 22 +1)- 2% +1)- 2 +1)-2¥ +1) ... (2 +1)=2""" —1.
UWAGA: Potegowanie wykonujemy ”od géry”: a** = a®®).
17. Dowied¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

P4+22 433+ 40 =142+43+...+n)%.

18. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieré6wnosé (2:) <A™,
Wskazéwka: (1+1)%"

19. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nier6wnosé (277) <221

20. Dowies¢, ze dla kazdego n > 2 zachodzi réwnosé

(-0-(-0-5)

21. Liczby ay,b, sa okreslone wzorami a1 =b; =1, a1 =a,+by, bpr1=0ani1+ay.
Dowie$¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé b2 —2a2 = (—1)".

22. Dowiesé¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢
4 4
16”-( ”) <27”-< ”) .
2n n
Oszustwo  23. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

30n < 2" +110. (%)

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =1 sprawdzamy bezposrednio 30 <2+110=112.
2° Zatoézmy, ze 30n < 2™+ 110. Udowodnimy nieréwnosc¢
30(n+1) < 2" +110. Stosujac zalozenie indukcyjne otrzymujemy ciag nieréwnosci:

30(n—+1)=30n+30 < 2" +110430 = 2"+ +110+30 — 2" < 2" ! + 110,

przy czym ostatnia nieréwno$¢ zachodzi dla n > 5.
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Zatem nieréwnos¢ (x) zostala udowodniona dla n > 5.
Pozostaje sprawdzic¢, ze
dla n =2 mamy 60 <4+110=114,
dla n =3 mamy 90 <8+4110=118,
dla n=4 mamy 120 <16+ 110=126.
Tym samym nieréwnos$¢ (x) jest udowodniona dla wszystkich liczb naturalnych n.
W szczegdlnosci wykazalismy, ze dla n =6 zachodzi nieréwnosé
180 < 174.
Gdzie tkwi btad w powyzszym rozumowaniu?

24. Dowiesc¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢ 10n < 2™+ 25 .

25. Wyznaczy¢ zbior wszystkich liczb rzeczywistych z, dla ktorych prawdziwa jest
podana implikacja:
a)r>0=2+1>2 Db)r<l=2’>0 c)r<l=2’<0 d)2°>32=2°>64
e) 2% >64=2">128 f) 2°<32=2%<64 g) 1% <64=2"<128

26. O zdaniu' T'(n) wiadomo, ze T(7) jest falszywe, T'(17) jest prawdziwe, a ponadto
dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+1). Czy stad wynika, ze
a) T(5) jest falszywe b) 7'(10) jest prawdziwe
c) T(15) jest falszywe d) 7'(20) jest prawdziwe

27. Niech T'(n) oznacza zdanie: Suma cyfr liczby n jest wieksza od 10. Czy prawdziwa
jest implikacja

a) T(27)=T(39)  b) T(99)=T(100)  ¢) T(63)=T(71)  d) T(29)= T(57)
28. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest 7'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n implikacja T'(2n—1) = T'(2n) jest falszywa. Czy stad wynika, ze
a) T'(5) jest prawdziwe .........ccccoeivinnenn
b) T(6) jest prawdziwe .........cccceevveennnene
c) T(7) jest falszywe ......cocoveiiiiiii
d) T'(8) jest falszywe ....ccoevviiiiiniiiin

29. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n implikacja T'(3n—1) = T'(3n) jest falszywa. Czy stad wynika, ze

a) T(7) jest prawdziwe .......ccccocveeriennnnn
b) T'(8) jest prawdziwe ........ccccocvevrernennn.
c) T'(9) jest falszywe .......coooviiiiiinn.

d) 7(10) jest falszywe ....ccooveviiiinin

1Zamiast stowa zdanie poprawniej jest uzyé w tym kontekécie okredlenia formula zdaniowa, ale moze
to by¢ nieco odstraszajace.
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