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146. Wskaza¢ liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

lim (nk : (\/nﬁT—i-l— n333))

istnieje 1 jest liczbg rzeczywistg dodatnig. Obliczy¢ wartosé granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
2_12

a
Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratow w postaci a —b = przeksztatcamy

dang w tresci zadania granice w nastepujacy sposob:

1 nk
: ko (/n666 1 _n333)) — 1; k| — 1 —
Jln@.lo(n ( Pt 1-n )) _nlgglo (n ‘/n666_|_1+n333> _r}Lrlgo,/n666+1+n333 -

nk nk—333
lim =
TN Ve ) R e

Mianownik ostatniego wyrazenia pod znakiem granicy dazy do 2 przy n dazacym
do nieskonczonosci, natomiast licznik jest rowny 1, gdy k£ =333. Dla k=333 mamy wiec
k—333
n 1 1

lim = lim =—.
n—>oo,/1+n—666+1 n—>oo,/1+n—666+1 2

OdpowiedZ: Dla k=333 dana w zadaniu granica ma wartos¢ 1/2.

147. Wskaza¢ liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

lim (nk (W—n222)>

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.
Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na réznice czwartych poteg w postaci
a®—b? a*— b
a+b  (a+0b)-(a2+0?)
przeksztalcamy dang w tresci zadania granice w nastepujacy sposob:

. ) 1
Jim (nk ( Y/ns88 11 —n222)) = lim. (nk ((%18T+1+n222) .
nk‘
=y (V™ 14022 - (V™ 14
k
= lim "

"Hoon%ﬁ-(é/m—l—l)-(m—i—l) -

k—666

a—b=

(m+n444))

= lim

HXKWH) (VIHns541)
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Mianownik ostatniego wyrazenia pod znakiem granicy dazy do 4 przy n dazacym
do nieskonczonos$ci, natomiast licznik jest rowny 1, gdy k= 666. Dla k=666 mamy wiec
k—666
n 1 1

lim

= lim —.
o (YT B4 1) (VI 1) e (YT 1) (VIgn 55 41) 4
Odpowiedz: Dla k=666 dana w zadaniu granica ma wartosé¢ 1/4.

148. Obliczy¢ granice (ciagu)
. ({"’/k;-nkﬂ N \?’/k-nk—i—2+ 3w<;-nfur:aJr Vk-nk+4 N \3/k:-nk—|—n4>

+ ...
ni3+1 ni3+4 nt3+9 n3+16 nt3 +nd

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n* wyrazéw. Szacujemy ja obustronnie:
. VEk-nF+0 o VEnk+1  Vk-nF+2 Yk -nF+nt < d Yk -nk+nt
nB4nd O pldfl nl3 44 nB4nd O ni340
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.
y VEnF+0 ek Ykent3 YkenkB0
n-- == - \/Ev

B n9+nt . pd4nt 1+ 5
oile k/3—9=0, czyli k=27.

y Vk-nF4nt  Jk-nkFynt
n - = =
nl3 n9
oile k—27=0, czyli k=27.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla k =27 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest rowna 3.

n—oo

9

1
konk=27 4 - — Yk,
n

149. Obliczy¢ granice (ciagu)

" vn3+1 Vn3+2 vVn3+3 N n3+k - (n+1)3
n—oo \ \/A9nT—1  /49n"+1 /49n7—1 4907 4 (—1)* V49T —1
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze ostatni sktadnik danej w zadaniu sumy mozna zapisa¢ jako
Vn3+3n2+3n+1

VA" —1 ’
skad wynika, ze ma ona 3n?+3n+1 sktadnikéw.

Oznaczymy sume wystepujaca w tresci zadania przez b, i oszacujemy ja od gory przez
wspélne oszacowanie sktadnikéow (liczniki od géry, mianowniki od dotu) przemnozone
przez liczbe sktadnikow. Oznaczymy uzyskane oszacowanie przez c,.

(n+1)3

bn<(3n2+3n+1)-ﬁzcn.
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Postepujac analogicznie oszacujemy dang sume od dotu przez wspoélne oszacowanie sktad-
nikow (liczniki od dotu, mianowniki od géry) przemnozone przez liczbe sktadnikow.
Oznaczymy uzyskane oszacowanie przez a,.

vnd+1

2 _

Obliczajac granice ciagéow (a,) i (c,) otrzymujemy:

vni3+1

lim a, = hm <3n2—|—3n+1)-7— lim (3+3n_1—|—n—2) LYot

n—oo \/4977,7 1 n—oo
oraz
(n+1)3 (1+n-1)* 3
lim ¢, = hm 3n?24+3n+1) — = lim (3+3n '4n?) Y e— =2,
n—00 ( > V4907 —1 n%oo( ) 49 —n—7 7

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

a ponadto
) 3
=7
oraz
) 3
. an =,

na mocy twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy
3

lim b, =

n—oo

Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tredci zadania jest réwna 3/7.

150. Obliczy¢ granice (ciagu)
n? n?41 n?+2 n%+3 n%+4
g T 5+ 5+ 3
VIS+T 24141 (242041 2431 (244 41
n2+k (n+3)2 )
TR .

VYt YV
(n2+k)>+1 V(n+3)5+1
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+3)*> —n?*+1=6n+10 wyrazéw. Szacu-
jemy ja obustronnie:

lim

n—oo

6n+9 2 k 3 2
(6n+10)- nt < (6n+10). 1F3)

V( n—|—3 —l—l :0 (n2+k)3+ n+1’
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy

2 10 1
(6n+10)-”:(6+>- 6
N

nb
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oraz

—6.

(6n+10)-(n+3)2:<6+w>.(l+2>

né+1 n 1+ %

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 6.

W kazdym z ponizszych zadan podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy naleza do zbio-
ru.

213.A:{i:n€N} infA=0 (NIE) supA=1/3 (TAK)

219. G= :mneN A 25n2<m2<27n2}

infG=>5 (TAK) sup G =3-4/3 =+/27 (NIE)

220. H=

2
214. B:{ n_:_;:neN} inf B=2 (NIE) sup B=7/3 (TAK)
n
2
215. C:{:_:_;):nEN} infC'=5/3 (TAK) supC =2 (NIE)
216. D:{m+” : m,nGN} inf D=0 (NIE) sup D =2 (TAK)
mn
8m—3n )
217. E:{ ; m,neN} inf ¥ =-3 (NIE) sup £ =8 (NIE)
mn
2
218. F:{er n+3:m,n€N} inf F =0 (NIE) sup F = 6 (TAK)
mn

:mneN A 25n3<m3<27n3}

inf H = /25 (NIE) sup H = 3 (TAK)

221. I={—:mmneN A 25”<3m<27"}

inf I =logg25 =2-logg5 (NIE) sup I =3 (TAK)

{
222. J:{ZZ: mneN A 25”<5m<27"}
infJ=2 (TAK) sup J =log27 = 3-logs3 (NIE)
223. A={2?:xe(-3,1)} infA=0 (TAK) sup A =9 (NIE)
224. B={a*: 1€(-3,1)}  infB=-27 (NIE) sup B=1 (NIE)
225. C={a": 2€(=3,1)} infC'=0(TAK) supC =81 (NIE)
226. D={a?-22+1:2€(~1,4)}  inf D=0 (TAK) sup D=9 (NIE)
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227. E={s’—4z+4:v€(-1,4)} inf E=0 (TAK) sup E=9 (NIE)
228. F={a’—62+9: v€(~1,4)} inf F=0 (TAK) sup F =16 (NIE)
229. G:{x2—2x: xE (—1,4)} infG=-1 (TAK) sup G=8 (NIE)
230. H={2’~4z:2€(-1,4)} infH=-4 (TAK) sup H =5 (NIE)
231. [={a’—62:x€(~1,4)} infl=-9 (TAK) sup/="7 (NIE)
232. A=
cm,neN A 16n> <m? < 64n®

(
:mneN A 16n* <m? <64n2} inf A=4 (TAK) sup A=8 (TAK)
inf B=2- /2= /16 (NIE) sup B=4 (TAK)

{
233. B:{
{

234. C=1"" . mneN A 16n4<m4<64n4}
n
inf C' =2 (TAK) supC'=2-4/2=+/8 (NIE)
235. D={Vn'+n?—n’: neN}  infD=+2—1 (TAK) sup D=1/2 (NIE)
236. E={Vn'+n’—n:neN} infE=2—1 (TAK)sup E=1/4 (NIE)

inf F =0 (TAK) sup F =9 (NIE)

{

{

237. F = {(1og2x)2 Lxe ( , 2)
238. G = {(log3x)3 cre (
239. H— {(log4x)4 . re€ <

16
1
240. [ = {log$8: x € (O, }} inf/ =-3 (TAK) sup I =0 (NIE)

241. J={log,8: € [V2,+00)}  infJ=0 (NIE) sup J =6 (TAK)

242. K ={log,8: z€(1,4]} infK=3/2 (TAK) sup K =+oo (NIE)

(
243. L= {long s { inf L =—o0 (NIE) sup L=-3/4 (TAK)
244. A= {(m 2)%: x € (0,

)} infA=0 (TAK) sup A=4 (NIE)
0,3)}  infB=-8 (NIE) sup B=1 (NIE)

245. B={(z-2)"
246. 0:{(3:—2)4: z € (0, 3)} inf C' =0 (TAK) sup C =16 (NIE)
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.D={(x-2)’:2€(0,3)} infD=-32 (NIE)sup D=1 (NIE)
m 2 2 2
E:{:m,nEN A 4n” < 8m” < 16n }
n
inf E=1/+v/2=+/2/2 (NIE) sup E =+/2 (NIE)
F:{m: m,n €N A 4n? <9Im? < 16n?
n
inf F=2/3 (TAK) sup F'=4/3 (TAK)
G:{m: mneN A 25n2<9m2<27n2}
n
infG=5/3 (TAK) sup G =+/3 (NIE)
m
H:{: m,neN A 4" <8 16"
n
inf H=2/3 (TAK) sup H=4/3 (TAK)
]:{m: mneN A 4" < 9™ < 16"
n
inf I =logg2 =logg4 (NIE) sup/=1logz4=1oggl6 (NIE)
J—{ZL: mneN A 25" < 9™ < 27"
inf J =logs5 = logg25 (NIE) sup J =3/2 (TAK)
A= {3n ! s neN} infA=-1 (TAK) sup A=1/17 (TAK)
B:{3n ! - neN} inf B=-1/11 (TAK) sup B—=1/7 (TAK)
1
0:{3n_26: neN} infC'=-1/17 (TAK) supC =1 (TAK)
1
D:{Bn o neN} inf D=1 (TAK) sup D—1,/99 (TAK)
E={(vV26-4)":neN} infE=+26—4 (TAK) sup £ =+oo (NIE)
F={(vV26-5)": neN}  inf F=0 (NIE) sup F =+/26 —5 (TAK)
GZ{(\/2_6—6>n: nEN}
2
inf G =+/26 — 6 (TAK) supG=(v/26—6)" (TAK)
H={2":2€(-2,1)} infH=1(TAK) sup H =16 (NIE)

I={2":2e(-2,1)} infl=1/256 (NIE) sup =2 (NIE)

cJ={2""2e(-2,1)} infJ=1(TAK) supJ=2'® (NIE)
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Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) spelniajacych warunek
v o =1 < i |

W kazdym z dziesieciu ponizszych zadan podaj odpowiedni kres zbioru.

264. sup{a;: (a,) € T}=2

265. inf{a;: (a,)€T}=0

266. sup{as: (a,)€T}=3/2

267. inf{as: (a,)€T}=1/2

268. sup{as—as: (a,)€T}=5/6

269. inf{as—a3: (a,) € T}=-5/6

270. sup{as—ag: (a,) €T}=1/2

271. inf{az—ag: (a,) € T}=-1/2

272. sup{az+az+as: (a,) € T}=4

273. inf{as+asz+ag: (a,) € T}=2

Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) spelniajacych warunek
1

< —.
n

\
neN

W kazdym z dziesieciu ponizszych zadan podaj odpowiedni kres zbioru.

Ap — —
n

274. sup{a;: (a,) € T}=2

275. inf{a;: (a,) € T}=0

276. sup{as: (a,)€T}=1

277. inf{as: (a,)€T}=0

278. sup{az—az: (a,) e T}=1
279. inf{as—as: (a,) € T}=-2/3
280. sup{as—ag: (a,) €T}=2/3
281. inf{az—ag: (a,) €T}=-1/3
282. sup{as+asz+ag: (a,) € T}=2

283. iIlf{CLQ +as+ag: (an) S T}:O
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293. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

[e's) [e's)

2
>a=Y a2 =6.
n=1 n=1

Wskazowka: Poszukaé¢ szeregu geometrycznego.

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zalézmy, ze a,, = cq™ !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wowcezas
c

00 0o
Doan=) cg" =
n=1 n=1 1__q

02

nz::lai Z;CQ (qZ)rH = 1_7(12 )

co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan

oraz

1—¢ "
2" ()
J— 6 ,
1—¢?
czyli
{ c=6(1—q)
=6(1—¢%).
Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy
c=1+q,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania daje kolejno
l+q=6-6q,
Tg=5,
_2
Q‘_'77
skad
5 12
c=14+qg=14-=—.
=TT

Otrzymane rozwiazanie ¢=15/7, c=12/7 prowadzi do
o el 12-571
n=oqtT =

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg

o] 12_5n71
s
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