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579. Dowiesé, ze ciag (a,) okreslony wzorem
jest rosnacy.

1 n
Q= (1 + >
n
Rozwigzanie:

Dla udowodnienia tezy zadania nalezy wykazac¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n

zachodzi nieréwnos¢
1\" 1 n+1
(1+> < <1+> .
n n+1
Powyzsza nieréwno$é mozemy przepisa¢ w postaci

(n+1)" _ (n+2)"+t
nn (n+1)n+1"

czyli
(n+1)>"*t<n™ (n42)"+t. (1)

Mnozac nieréwnos¢ (1) stronami przez n otrzymujemy nieréwnosé rownowazna
n-(n+1)*" <n" . (n42)"
ktora mozemy zapisa¢ jako
<n2—|—n) : (n2+2n+ 1)n< (n2+2n>n+1 . (2)
Poniewaz po kazdej ze stron nieréwnosci (2) wystepuje iloczyn n+ 1 czynnikéw o takiej

samej sumie réownej n®+3n?+ 2n, wicksza warto$¢ ma ten iloczyn, ktérego czynniki sa
rowne.

580. Dowiesé, ze ciag (a,) okreslony wzorem
jest malejacy.

1 n+1
Qy, = (1 + )
n
Rozwigzanie:

Dla udowodnienia tezy zadania nalezy wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n

zachodzi nieréwnosé
1 n+1 1 n+2
<1 + > > (1 + > .
n n+1

Powyzsza nieré6wnos¢ mozemy przepisa¢ w postaci
<n+ 1)n+1 (n_|_2)n+2
i+l (n+1)+2°

czyli
(n+1)>"3 >t (n42)"+2. (3)
Mnozac nieréwno$¢ (3) stronami przez n+ 1 otrzymujemy nieréwnosé rownowazna
(n+1)*"" > (n+1)-n"- (n+2)"12,
ktora mozemy zapisa¢ jako

(n2 +2n+ 1>n+2 > (n2 —|—3n+2) : (n2 + Qn) " (4)
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Poniewaz po kazdej ze stron nieréwnosci (4) wystepuje iloczyn n+2 czynnikéw o takiej
samej sumie réwnej n3+4n?+5n+2, wiekszg warto$¢ ma ten iloczyn, ktérego czynniki
sg réwne.

581. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

C' < V/nB 425507 —n < 320
Pomoc dla 0s6b mniej bieglych rachunkowo: 255 =15-17=3-5-17 oraz 256 =28 = 16-16 = 8- 32.

Rozwigzanie:

Sposob I:

Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest réznicag wyrazen zblizonej wielkosci,
powinnismy przez wykorzystanie wzoréw skroconego mnozenia doprowadzi¢ je do posta-
ci, w ktérej mozna bedzie wykonaé¢ odejmowanie.

W tym celu trzykrotnie zastosujemy wzér na roéznice kwadratow w postaci
a? —b?

a+b
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rézny od zera.

Mozemy tez od razu zastosowaé wzor na réznice 6smych poteg w postaci

ad—b®
(a+b)-(a2+0%)-(a*+b*)’
ktory powstaje wtasnie przez trzykrotne skorzystanie ze wzoru na réznice kwadratow.

a—b=

Y

a—b=

Otrzymujemy

255n7
/n8 25507 —n = i

(\8/n8 +255n7+n) : <\4/n8 +255n7+n2) : (\/n8+255n7+n4) '

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od goéry:

(©)

255n"
(\8/ nd+255n7 + n) . (\4/ n®+255n7 + n2> . (\/ n®+255n7 + n4) g
255n7
g (\8/ n®+255n8 +n) . (\4/ n8+255m8 +n2> . (\/ n®+255n8 4 n4) -
255n7 255n7

T 17n-5n2-3n% 255n7

i od géry (szacujac mianownik od dotu):

255n"
(\8/ n®+255n7 + n) . (\4/ n®+255n7 + n2> . (\/ n®+255n7 + n4) S
255n7

<

(\8/n8—|—0+n) . <\4/n8+0+n2) . (\/n8+0+n4)

o 255n7T 255n7 255 - 256

~ 2n-2n%-2n* 87 8 8

Otrzymaliémy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=1.

32.
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Sposéb 1I:
Zaczynamy jak w sposobie I. Otrzymawszy wyrazenie ({) przeksztalcamy je dalej
i oznaczamy przez a,:

255n7
(\8/ n®+255n7 + n> . (\4/ n®+255n7 + n2) . (\/ n®+255n7 —|—n4) B
255

(V125501 +1) - (VI+255nT+1) - (VI+255nT+1)

Poniewaz w powyzszym wyrazeniu wraz ze wzrostem n maleje mianownik, a przy
tym wszystkie sktadowe tego wyrazenia sa dodatnie, ciag (a,,) jest rosnacy. Dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza wigc nieréwnosci

a; < a, < klim ay . (&)
Poniewaz
a=v1+255—1=2—-1=1
oraz

o 255 -
e =l (\8/1+255k*1 + 1) : (\4/1+255k*1 + 1) : (\/1+255k*1 + 1) B

9255 _ 255 255 _ 256
(V1+0+1)- (VI+0+1)-(VI+0+1) 2:2:2 8 8

otrzymujemy wymagane oszacowania ze stalg C'=1.

=32,

Uwaga:
Formalnie poprawna, ale dydaktycznie bardzo niezreczna wersja nieréwnosci (), to

a <a, < lim a, .
n—oo
W powyzszym wzorze zmienna n wystepuje w dwoch zupetnie réznych rolach. Przemia-

nowanie jednego z jej bytow na k pozwala unikng¢ nieporozumien.

582. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

g-n-\/n——f—l < VIHV24 VB3 VA+ V4. +Vn—1+yn < z-\/ﬁ'(nﬂ)-

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =1 dowodzone nieréwnosci przyjmuja postac

2 2
V2 < 1 < =-2
3\/_ 3

wystarczy wiec zauwazyc¢, ze

2 V8

oraz
2 2—4>1
37 377
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2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze prawdziwe sa nieréwnosci

rpvn+1<:vﬁ+v§+v§+vq+v€+“n+Vn—1+¢%<:§-¢ﬁ(n+1y (&)

Udowodnimy, ze wowczas analogiczne nieréwnosci sa prawdziwe po zastapieniu liczby n
liczba n+1, a mianowicie

§(n+1yvn+2<:vT+v§+v§+v@+n”+v%+ n+&<<§-vn+1(n+m.(o)

W celu dowodu lewej nier6wnosci () skorzystamy z lewej nieréwnosci zalozenia induk-
cyjnego (). Otrzymujemy

2
VIHV2HVB4VA+ VsVt T> SVt T+ Vit

a wiec do zakonczenia dowodu lewej nieréwnosci (<)) wystarczy dowiesé, ze

= n-\/n+1+\/n+1>;-(n+1)-\/n+2. (M)

Przeksztalcanie nier6wnosci (#) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:

2
3 VIkTEVnd > 5o (n 1) Vit 2, VR

2 2
g-n+1>§-\/(n+1)-(n+2),

+5 >\/(n+1)-(n+2),

D) o) nv2).

a ta nieréwnos¢ jest prawdziwa jako nieréwnos$¢ miedzy $rednig arytmetyczng i geome-
tryczng liczb n+1 1 n+2.

Analogicznie postepujemy dla dowodu prawej nieréwnosci (). Korzystajac z prawe;
nieréwnosci zaltozenia indukcyjnego (&) otrzymujemy

VIHV24+V34Va+ . +n+ n+1<§~\/ﬁ-(n+1)+\/n+1,

a wiec do zakonczenia dowodu prawej nieréwnosci (<)) wystarczy dowiesé, ze

z.\/ﬁ.(n+1)+ n+1<§~\/n+1~(n+2). (D)

Przeksztatcanie nieréwnosci (déh) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:
2 2
3 V() Vit IS SVt T (n+2), v+

(1) +1< g (n+2),

3
3
n-(n+1)+ 5 S <n+2,
1
\/n-(n—|—1)<n+§,
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\/n~(n—|—1)<n+<;+1),

a ta nieréwnosé jest prawdziwa jako nierownos¢ miedzy Srednig geometryczng i arytme-
tyczna liczb n i n+1.

Na mocy zasady indukcji matematycznej dane w zadaniu nieréwnosci zostaty udo-
wodnione dla kazdej liczby naturalnej n.

583. Ciag (a,) spelnia warunek
s¥1 ]E\If ngN jan =1 <e.

Czy stad wynika, ze
583.1 ciag (a,) jest zbiezny NIE
583.2 ciag (a,) jest rozbiezny NIE
583.3 ciag (a,) jest ograniczony TAK
583.4 wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie NIE
583.5 wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa nieujemne NIE
583.6 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciggu (a,) sa dodatnie NIE
583.7 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa nieujemne TAK
583.8 w ciagu (a,) wystepuje nieskonczenie wiele wyrazéw dodatnich NIE
583.9 w ciagu (a,) wystepuje nieskonczenie wiele wyrazéw nieujemnych TAK
583.10 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz dodatni NIE
583.11 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz nieujemny TAK
583.12 Z’ a, >0 NIE

583.13 V a, >0 NIE

583.14 3 V a,>0 NIE
N n>N

583.15 § V a,>0 TAK
N n>N

583.16 ¥V 3 a,>0 NIE
N n>N

583.17 ¥V 3 a,>0 TAK
N n>N

583.18 Ja,>0 NIE

583.19 Ja,>0 TAK
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