Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2016/17

Kolokwium nr 52: piatek 18.11.2016, godz. 8:15-9:00, materiat zad. 1-140, 501-585.
Kolokwium nr 53: piatek 25.11.2016, godz. 8:15-9:00, material zad. 1-150, 501-592.
Kolokwium nr 54: piatek 2.12.2016, godz. 8:15-9:00, materiat zad. 1-283, 501-642.

4. Ciagi liczbowe.
Zadania do omdwienia na éwiczeniach 8,18.11.2016 (grupa 1 luz).
Zadania z rozwigzaniami.

585. Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej podana granica istnieje i jest dodatnia
liczba rzeczywista. Podaj wartosé¢ granicy dla tej wartosci parametru k. Jezeli odpowiedz
jest liczbg wymierng, podaj ja w postaci utamka nieskracalnego lub liczby catkowitej.
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b) ggrgo<nk-<nz4>>— ....................... dla k= oo
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586. Obliczy¢ wartos¢ granicy
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587. Obliczy¢ wartos¢ granicy
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588. Obliczy¢ wartos¢ granicy

6 . 6 6 6 ) ()

11m .
n*oo(\/4n+1 VA3 A +9 A+ 27 V4n 4 3n—1 \/4n+3")

589. Obliczy¢ granice

" V2 4+ 14+ VA2 4+ 14+ vVIn2 +14+vV16n2+14+v/2n2+14+V/36n2+1+...+v/n4+1
11m

n—o0 nk

dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru k, aby granica ta byta liczba rzeczywista
dodatnig.

590. Obliczy¢ wartos¢ granicy

. VI+24+/164+16+/28+274+/212 42104 (/216 4 213 4 | 4 (/240 4 23n+1
1m .
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591. Obliczy¢ granice (ciagu)

I vV1+1 n V1426 n V1436 - V1+kS P V14+nt®
n— o0 \/7'L24+]. \/n24+26 \/n24+36 A /n24_|_k6 A /n24+n18
2, 1 2
Wskazéwka-przypomnienie: 13 +23+33 4+ ... +n = n(n4—|—)

592. Obliczy¢ granice (ciagu)
’ on N 2n—1 .3 N 2n—2 X 32 N N 2n—k X 3k: N N an
n—o00 \/gn + 5n \/911 +5n-1.7 \/9n + 5n—2.72 \/9n + 5n—k .7k \/ O 4T

5. Kresy zbioréw.

Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach 22,25.11.2016 (grupa 1 luz).

593. Zbiory A i B sa niepuste i ograniczone. Zbior B jest skoniczony i wszystkie jego
elementy sg rézne od 0. Czy zbiér {§: a € A, b€ B} musi by¢ ograniczony? Odpowiedz
uzasadnic.

594. A jest takim niepustym zbiorem ograniczonym liczb rzeczywistych, ze
infA =—3, supA =2. Jakie wartosci moga przyjmowaé kresy zbioru {|a|: a € A} ? Od-
powiedz uzasadni¢ przyktadem lub dowodem.

595. Podac przyktad takich zbiorow A, B, ze infA =2, supA="7, infB =3, supB = 10,
inf(ANB) =4, sup(ANB)=6, ANN=BNN=1.

Przeczytaj ponizsze warunki. Ktére z nich sa rownowazne temu, ze g =supA ?

596. (VAa<g>/\(‘v’ 3 a<g—|—6>
ac

e>0acA

597. ( V a<yg /\(‘v’ E||a—g\<€)
a€A e>0acA

598. | YV a<yg /\(‘v’ E|a>g—26>
a€A e>0acA

599. ( V a<y /\(‘v’ E|a>g—§)
a€A e>0acA

600. ( V a<yg /\< v 3 a>g—i>
acA neNaeA

< v 3 nz(g—a)<i>

acA neNacA

602.

)
603. v 3 (a—g)2<5>

e>0acA

604.

(Y,2<9)
(Y,2<9)
(¥y2<0)
(¥y2<0)
601. (v a<g>A
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(L¥,2<0)
(x,2<9)

)

605. (‘v’a<g ANl Y E|a>g—5>
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606. (v a<g>/\( v 3 a>g—5>

0<e<lacA

i a<g>/\(‘v’ 3 a}g—s)
acA e>0a€A
>g—c
EiOagAa g )

(
(gins)n
oo0. (v <) (5, 3,079-2)
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(

608.

610. V 3b> 9;“)
acAbeA

611. va<g>A(v 3b>9;“)

acA acAbeEA

612. ( 3 a2>o>A<vAa<g>A<v 3 b>9+2“>
ac

a€AbeA

613. (EI a<g)/\(v 3 a>g—5>

acA e>0acA

W kazdym z ponizszych zadan podaj kresy zbioru Z oraz okresl, czy kresy naleza
do zbioru Z.

614. Z:{3—5- m,neN}

n m?2’
2
615. Z—4 0. m,n €N
m2+nt
616. Z = {l+y|—[s|—|y]: 2,y €R}
617. Z:{5n_3 m,nEN}
mn
618. Z_{m2+9n2 m,nEN}
2 5 2
619. Z:{m +on m,neN}
mn
2 2
620. Z:{?’m +in m,nGN}
mn
621. Z:{m—i—n cm,n,p €N AmM?>2p* A n2>3p2}
p
622. Z:{mn:m,nEN}
m2+n2+1

Niepotrzebne skreslié.

W kazdej parze ramek tylko jedna zawiera sensowne uzupelnienie tekstu matematycznego.

TWIERDZENIE 623. Niech A i B beda niepustymi zbiorami ograniczonymi. Niech
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C={a—b: a€ ANbe B}. Wtedy infC = ’ian—supBIsupB —ian‘ :
Dowad:
Niech d=infA i g=supB. Wtedy z warunku d =infA wynika, ze

1 <dla>d
( ) agA aélA a a
oraz
(2) V]3|V ]3]|la<d+ela>d—¢].
e>0]e>0] |acAlacA

Podobnie z warunku g =supB wynika

(3) EITIEY

beB|bvEB
oraz
(4) vI3llv]3lb<grelb>g—¢].
e>0|c>0] [beB|bEB

Chcemy wykazaé, ze infC' =e, gdzie e : , czyli, ze
5) < >
( >Ora ol 2| lesele=e
z

(6) V]3]l v ] 3]lc<etele>e—el.
e>0]ex>0] |ceC|ceC

(W dowodzie warunku (5) skorzystamy z (1) i (3).]

|Zakladajac (5) wykazemy prawdziwos¢ warunkow (1) i (3).]
’Dowolnallstnieje‘ liczba ce C postacic=a—b, gdziea € Aibé€ B. Z nie-
rownosci ’a < dla > d‘ i ’b < glb > g‘ otrzymujemy
, co dowodzi (5).
’ZaléZmylWykaZemy‘ teraz prawdziwos¢ warunku (6).
’Niech ¢ bedzie dowolna liczba dodatnia. Wtedy‘
’Znajdziemy taka liczbe dodatnia ¢, dla kt()rej‘
istnieje a € A takie ze ’a > d—ela < d—l—%‘ oraz b€ B takie, ze
’b < g+5|b >g—£|. Zatem liczba ¢ =a — b spelnia nierownosé

, co koniczy dow6d warunku (6).

Zadania z rozwigzaniami.
W kazdym z ponizszych zadan podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy naleza do zbio-
ru.

1 :
624. A—{n2_44:n€N} infA= .................. SupA= ...
625. B= (=1 :neNy infB=.................. supB=..................
n24+44"
626. C'= (=1 :neNy infC=.................. supC'= ...,
nZ—44"
RN
627. D:{<3) nEN} infD=.................. supD=..................
628. E:{Z3 nEN} infE=................... supE= ...................
i=1
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629. A:{n2—401n+350 ; nEN} infA=............... SUpA=...............
630. B:{n2—401n—|—370 : nEN} infB=............... supB=...............
631.C:{n2_401n+390:n€N} infC=............... supC'=...............
632. D:{n2—401n+410 : nEN} infD=............... supD=...............
633. E:{n2—401n+430 : nGN} infE=............... supE=...............
634. F:{TZ: mneN A 3“2<2m2<5“2} infF=.......... SpF=..........
635. G:{ZL: m,neN A 4"2<2m2<8"2} infG=.......... SUpG = ..o
636. H:{ZL: mneN A 9"2<3m2<27”2} nfH=......... supH=.........
637. I—{T:: mneN A 16”2<2m2<32"2} infl= ... supl= ..........
638. J:{ZL: m,neN A 27”2<3m2<81”2} infJ=.......... supJ=..........

639. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{1: m,nGN}.

m?2—3n?

640. Podaé¢ przyktad takiego niepustego zbioru ograniczonego A, ze 0 <sup A<1
oraz sup {a*: a € A} =sup A.

641. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

k-m?-n?
Z:{k;d_wnﬁ_}_rﬁ k‘,m,nEN} .

642. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

mn
L= ——: .
{4m2+9n2 m,n € N}

6. Szeregi liczbowe — podstawy

Zadania do oméwienia na éwiczeniach 29.11,2.12.2016 (grupa 1 luz).
Zadania z rozwigzaniami.

643. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1
oo o0 7
3
ap =) a,==.
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644. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

> a,=3 oraz > (-1)""'a,=1.
n=1 n=1

645. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego ) a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

sumy szeregow
o0 o0 oo oo
2 3 4
D ny Dy D a,  Y.a,
n=1 n=1 n=1 n=1
sg liczbami catkowitymi.

646. Poda¢ przyktad takiego ciagu (a,), ze szeregi

o0 o oo
Z (agn—2+ agn—1+asn), Z (agn—1+as, +asn41) oraz Z (asn + aspq1 +asni2)
n=1 n=1 n=1

sg zbiezne, a ponadto

Z (a3n—2+a3n_1+as,) =6, a+ Z (a3n—1+a3n +azns1) =1

n=1 n=1
oraz

a1 +ag+ Z (a3n+ a3n11+a3n42) = 3.

n=1

647. Obliczy¢ sume szeregu

648. Obliczy¢ sume szeregu

e 1
;::1 B+ (=M™

649. Podac przyktad takiego szeregu zbieznego 3" a,, o wyrazach nieujemnych i sumie
n=1

1
rownej 1, ze dla nieskonczenie wielu liczb naturalnych n zachodzi réwnosé a,, = 7

n
650. Rozstrzygnac zbieznosé¢ szeregdéw

C VhnT+4nt—1 *© Vond+4nt—1

Z 5nd —4nt+1 oraz Z 5n® —4nt+1

n=1 n=1

651. Dany jest zbiezny szereg geometryczny > a, o sumie S. Wiadomo, ze

n=1
S (=1)"a,=T.
n=1

o0
’ 2 . ’ . .
Wyznaczy¢ sume szeregu > 1a" w zaleznosci od S'i T.
n=
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652. Obliczy¢ sume szeregu
> 1
;::1 n?+3n’

653. Poda¢ przyktad takiego ciagu (a,), ze szeregi

o0 (o] oo
Z (azn—2+ asp—1+asn), Z (agn—1+as, +asn41) oraz Z (asp +asny1+a3ni2)
n=1 n=1 n=1

sa zbiezne, a ponadto

Y (agn-a+asp—1+as,) =1, a1+ (az—1+as,+az,+1) =4
n=1

n=1
oraz

ay+az+ Z (a3n+ a3n11+a3n42) =9.

n=1

654. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego 3} a, o wyrazach wymiernych
n=1
dodatnich, Ze jego suma jest liczba wymierng, a ponadto zachodzi rownos¢é

doal=> a,.
n=1 n=1
Dla podanego przyktadu obliczy¢ wartosci sum S; = Z y, So= Z a? oraz Sy= Z at

655. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego ioj a, o wyrazach wymiernych do-

n 1

datnich, ze sumy S; = Z Ay, So = Z a? oraz S, = Z al sa liczbami calkowitymi, a po-

nadto zachodzi rownosé Sg Sy. Dla podanego przykladu podaé wartosci sum Sy, Sa i S;.
Wskazéwka: Nie istnieje czysty szereg geometryczny spelniajacy warunki zadania,
ale przyktad mozna skonstruowaé¢ odpowiednio modyfikujgc szereg geometryczny.

656. Obliczy¢ sume szeregu
i 1

n=3

n3d—4n

657. Obliczy¢ sume szeregu
> 1
nz::l n?+5m

658. Podac przyklad takiego szeregu zbieznego 3 a, o wyrazach wymiernych
n=1

dodatnich, ze zachodzi réwnosé
Zan Zan-

o0 o0
Dla podanego przyktadu obliczy¢ wartosci sum S; = 3" a, oraz Sz3= Y. a’.
n=1 n=1
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