Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2016/17

585. Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktérej podana granica istnieje i jest dodatnia
liczba rzeczywista. Podaj wartosé¢ granicy dla tej wartosci parametru k. Jezeli odpowiedz
jest liczbg wymierng, podaj ja w postaci utamka nieskracalnego lub liczby caltkowitej.

a) nlggo<n’f~<g>>:1/6 dla k=-3
b) lim (n-<n+4>>:1/24 dla k=4

n—oo n

2
c) 7}&(#-(2)):2/3 dla  k=-4
d) lim <n~<2”+2>>:4/15 dla k=-5

n—o00 5

24201
-<”+605>>:4/45 dla k=6
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N

N

e) lim <n

n—oo

586. Obliczy¢ wartos¢ granicy

I n__ n+1 + n+2 . n+3 - In
im it —
e\ Vnd+n  Vol+n+1l Vol+n+2  Vn'+n+3 Vni+9n
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ rézniag — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 9 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczeki-
waé, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego
oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne
granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkosé¢. Liczniki tworzg jednak postep arytme-
tyczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé¢ mianowniki przez wspélng wielkos$¢, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

n n+1 n—+2 n+3 In
by < + + + Fot———=

TSVt Vnfon Vieitn o Vnfta Vni4n
nt+m+1)+n+2)+(n+3)+... +9n
- Vartn -
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
b n . n+1 . n+2 . n+3 - In _
"TVn o Vit 9n Vnt+on  Vnt+n Vni+9n
nt+(n+1)+n+2)+(n+3)+... +9n

a, .
vVnt+9n
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Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

et (n+1) 4+ (n+2)+(n+3)+...+9n = (8n+1)- "2 _ 50 (8n+1),
gdzie 8n+1 jest liczba wyrazéw powyzszego postepu.
Wobec tego
_Bne(sn+1) 5 (8+1) o
przy n— oo i podobnie
_ne(sn+1) 5 (3+3) a0

a, = =
vnt+9n J1+%

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci
an S by <y,

a ponadto
lim ¢, =40

n—oo

oraz
lim a, =40,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy
lim b, =40.

n—oo

Odpowiedz: Wartos¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 40.

587. Obliczy¢ wartos¢ granicy

) An?  An’4n  An’+4+2n 4An?+3n  4An’+4n In?—n In?
lim 4.+ +
n—oo \ p3 n34+1 n342 n3+3 n3+4 n3+5m—1 n3+5n
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspodlnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 9/4 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem ocze-
kiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéow (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkosé¢. Liczniki tworzg jednak postep arytme-
tyczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢é. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé¢ mianowniki przez wspolng wielkos¢, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.
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I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

4n?  dn’+n 4n’+2n In* 4n  4dn+1  4dn+42 In

BT T ot Tt T T et e
CAn+(An+1)+En+2)+. +9n
= - —

b, <

Cn
n

Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do

4n?  4An’+n 4n’+2n 9n?
b, > + T
nd+5n  n3+5n  nd+dn n3+5n
dn 4dn+1  4n+2 In dn+(4An+1)+(An+2)+...49n
n?+5 n?+5 n2+5 n?+5 n?+5
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
dn+9 13n-(bn+1
dn+(An+1)+(4An+2)+...+9n= (bn+1)- n—;— n_n (2n—|— ) :
gdzie 5n+1 jest liczba wyrazéw powyzszego postepu.
Wobec tego
13n-(5n+1) 13-(5+%) 65
CTZ = = _
2n? 2 2
przy n— oo i podobnie
(et 13 (5+21) 65
p— p— H _
" 2n2+10 (2 + Lg) 2
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
(07% < bn < Cn,
a ponadto
. 65
lim ¢, = —
n—o0 2
oraz
. 65
lim a, =—,
n—00 2
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
65
nlirgo b,=—.
Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 65/2.
588. Obliczy¢ wartos¢ granicy
N ) ©) B ¢ R ¢ I ) B O N
n—oo \ \Ar+1 A" +3 AP +9  Ar 427 VA4 43n-1 0 \/4n 4 3n

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.
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Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ rozniag — ilorazy srodkowych sktadnikoéw
do skrajnych daza do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikow (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos$¢. Liczniki tworza jednak n-ty wiersz troj-
kata Pascala, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielko$é, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

I I ¢ B ) B ) B ) B
TTVAT0 VA0 VAP0 VA0 T VA0 V4740
@O HE) )+ )
2" "
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do

) () () (5) () (G

@@ E)+E) () + ()
Nz

Ze wzoru na sume wyrazow n-tego wiersza trojkata Pascala otrzymujemy

PHARERAN NG

277,
ch=—=1—1
on

2" 1
an:\/m:mﬁl.

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

=ay, .

Wobec tego

przy n— oo i podobnie

an < b, <,

a ponadto
lim ¢, =1
n—oo
oraz
lima,=1,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

lim b, =1.

n—oo
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Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest rowna 1.

589. Obliczy¢ granice

i V2 4+ 14+ VA2 4+ 14+ VIn2+14+V16n2+14+v2n2+14+V/36n2+1+...+v/n4+1
1m

n—oo nk

dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru k, aby granica ta byta liczba rzeczywista
dodatnig.

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki sumy wystepujacej w liczniku bardzo sie réznig — iloraz pierw-
szego sktadnika do ostatniego dazy do 0 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy
zatem oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikow (i prze-
mnozenie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan
majacych rézne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Staramy sie wiec tak oszacowac poszczegolne sktadniki, aby po pierwsze oszacowanie
nie byto zbyt grube, a po drugie, aby mozna byto sie pozby¢ pierwiastkow.

I tak, delikatne szacowanie od dotu prowadzi do sumy postepu arytmetycznego w licz-
niku:

>\ﬁﬂ+0+V@ﬁ+O+V%ﬁ+0+vq&ﬂ+0+vQ&ﬁ+O+nﬂwMﬂ+O7
n+2n+3n+4n+5n+...+n2 n-oEE 141 1
- nk Tk ggpEs T

bn

przy n— oo dla k=3.

Oszacowanie od gory przeprowadzamy wedtug schematu v2 +1 < vVa2 + 2z + 1 otrzy-
mujac kolejno:

<iVﬁ+ﬂn+1+V@ﬁ+4n+1+¢%ﬂ+ﬁn+1+”ﬁwMﬁ+%ﬂ+l_

bn,
n TL2
)+ @nt DB )t (n2 1) ) ey
- nk = nk T o3 vy

przy n— oo dla k=3.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <cp,

a ponadto
) 1
lim a, = -
n—00 2
oraz
) 1
lim ¢, ==,
n—oo 2
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na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

lim bn:1
2

Odpowiedz: Wartosé granicy podanej w tresci zadania jest rowna 1/2 dla k=3.

590. Obliczy¢ wartos¢ granicy

" VI+2+V/164+16+ /28 +27 4 /2124210 /216 4 913 4 | 4 /240 4 23n+1
s 47 41 )

Rozwigzanie:

Oznaczmy wyrazenie wystepujace pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzy-
sta¢ z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez
ciggi zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki sumy wystepujacej w liczniku bardzo sie réznig — iloraz ostat-
niego sktadnika do pierwszego dazy do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskon-
czonosci. Nalezy zatem oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspoOlne oszacowanie
sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowa-
dzi¢ do oszacowan majacych rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia
o trzech ciggach.

Oszacujmy wiec kazdy sktadnik z osobna.

Szacujac licznik od goéry otrzymujemy
V1I4+2+V16+16+ V28427 + /2124210 4 1/24n 4 23nt1 L
SVI+2+14+V16+16+4+ V284274244 /2124 210 4 26 4 4 /24n 4 23n+1 4 920 —

— SO+ 1)2 4 (4422420 4227 4 (264 28) 4/ (220 4 2m)2 =

=(1+1)+(A+2)+ (2'+27) + (2°+2°) +...+ (27 +2") =

n+1_1

:1+4—|—42+43+...—|—4"—|—1—|—2+22+23_|_m_|_2n:T+2n+1_1'

7 kolei szacowanie licznika od dotu prowadzi do
V1I+24V16+164 V28 +27+ /2124210 4 /240 4 23041 >
>VI4+0+V16+0+ V28 +0+vV22+0+...+V2 +0 =

4n+1 -1
:1+4+42+43+...+4”:T
Z powyzszych nierownosci wynikaja oszacowania wyrazow wyjsciowego ciggu:
) 4"+31—1 +2n+1 -1
n =Cp
N An 41
oraz
qntl_1
b,>—3—=a,.
~4np1
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Obliczamy granice ciagéw (a,) i (¢,) dzielac licznik i mianownik przez 4"/3:
sl 4y 4-0 4

nthe ¢ n1—>nolo4n+1 nl—>nc}o3.<]_+4—n> 3.(1+0) 3

oraz

, Lo ASlpontl ] 4446277347 4—046-0—-3-0 4
lim ¢, = lim = lim = =—.
N S nos 3-(1+4-7) 3-(1+0) 3

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <cp,

a ponadto
) 4
lim ¢, = -
n—00 3
oraz
) 4
lim a, = —,
n—00 3

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
4

lim b, = - .
3

n—oo

Odpowiedz: Wartosé granicy podanej w tresci zadania jest réwna 4/3.

591. Obliczy¢ granice (ciagu)

1 V141 n V1426 N V1436 P V14kS I V14+nlt8
n—oo\ \/n2d 41  /n24426  |/n244 36 Vn2i k6 Vn2ifnl8

2, 1 2

Wskazowka-przypomnienie: 13 +23 433 4. 4n3 = n(n4—|—)

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ réznia — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikow odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos¢. Bedziemy wiec szacowac kazdy sktadnik
z osobna: mianowniki przez wspolna wielko$¢, a liczniki przez mozliwie proste wyrazenia,
ktore pdzniej uda sie wysumowac.

Szacowanie od dotu prowadzi do:
VI+T N V1426 N V1436 - V14kS - Vitn®
VR VnPTE2S p23s T 2Tk T 2 s T
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o VO+1 V0 +26 V0+36 VO+ kS VO+nl®
= \/n24+n18+\/n24+n18+\/n24+n18+"'+\/W+"‘+\/W_

nG-(n3+1)2

T e e BRI (i Y
N e A e e A
Z kolei szacujac od gory otrzymujemy:
- VI41T V1426 1436 V14 kS Vigna®
n = o + o 6+ o 6+...+7\/ﬁ+.. +
VP T VP28 /243 1k

/it
<\/1+2+1Jr\/1+2~23+26Jr\/1+2~33+:’)6jL +\/1+2~k3+k6+
S Vn2T10 Vn2i4+0 Vn2i4+0 Vn2i 40
V142094018 (14+1)+(1+2%)+(1+3%)+...+(1+n?%)
_.I_ =
Vn2i 40 nt?

nS.(n3 2
B n3+7( 4+1) B 47"L3—i-n(5~(n3+1)2 B

nl2 4.nl2 =Cn-
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci a,, <b, < c¢,, a po-
nadto przy n — oo mamy

nS-(n3+1° (1+n3)? 1
pum— = H—
4-4/n?*+nl8  4.4/14n6 4

AR nS(nP41)? An 0+ (14077 1

“n 1-ni2 1 Ty

z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 1/4.

an

oraz

592. Obliczy¢ granice (ciagu)

’ on N 2n—1 .3 N 2n—2 . 32 - 2n—k X 3k - an
oo\ /9RO 51T | o 5272 NCER TN NCENE
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspodlnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw) bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Bedziemy wiec szacowaé kazdy sktadnik
z osobna: mianowniki oszacujemy przez wspolna wielkosé, a liczniki, ktore tworza postep
geometryczny, pozostawimy bez zmian.
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Szacowanie od dotu (mianowniki od géry) prowadzi do:

B on N 2n71_3 N 2n72‘32 N N 2n7k_3k N N 3n -
R Y T AR s e N O T N L
on 2n—1.3 2n—2_32 2n—k'3k an

> + + Fot e——t .t ——=
VITETE NI O T VI T VT

Cnqonth3gonm2.32 4 4ontkogk g 4 3n .
a NCESE o

Z kolei szacujac od gory (mianowniki od dotu) otrzymujemy:

2" 2" 1.3 2 2.3 2n k. 3k 3
n:\/9n+5n+\/9n+5n—1_7+\/9n+5n—2_72+"'+\/W+'“+W<
7 +2n_1'3+2n_2'32+...+2n_k'3k+...+ 3
VI+0  V9"+0  V/9"+0 9"+0 9"+0
_2n+2n—1.3+2n—2.32+...+2n—k~3’“+...+3"_C

T n-

W licznikach uzyskanych oszacowan wystepuje suma tego samego postepu geome-
trycznego n-+1-wyrazowego o pierwszym wyrazie 2" i ilorazie 3/2. Mamy wiec

n+1
2n 421 -3+2”2.32+...+2"’f-3’“+...+3":2”-<2)31 =3t —ontt,
-
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnoéci a,, < b, < ¢,, a ponadto
przy n— oo mamy

gn+l_ 2n+1 3—2. ()
Ay, =

3n+1 2n+1 2
L= % _—3_9. 3,
¢ 3" <3> -

z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest rowna 3.

W kazdym z ponizszych zadan podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy naleza do zbio-
ru.

oraz

neN

infA=-1/8 (TAK) supA=1/5 (TAK)

(=1)" :neN

625. B:{ (2_1>n nEN} inf B=-1/45 (TAK) sup B=1/48 (TAK)
{ } infC=-1/5 (TAK) supC'=1/19 (TAK)

627. D:{<_31>n: nEN} inf D=-1/3 (TAK) sup D=1/9 (TAK)
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"1
628. E:{Zgiz nEN} inf£=1/3 (TAK) sup E=1/2 (NIE)
i=1
1
629. A= : infA=-1 (TAK A=1/14 (TAK
{n2—40n+350 "EN} o (TAK) sup A=1/14 (TAK)
1
. B= : inf B=-1 TAK B=1 TAK
630. B—{——ineN} in /5 (TAK) sup B=1/6 (TAK)
1 .
631. C_{n2—40n—|—390 : neN} infC'=-1 (TAK) supC=1/6 (TAK)
1
2. D= : inf D=0 (NIE D=1/10 (TAK
63 {n2—40n+410 nGN} in 0 ( ) sup /10 ( )
1
. BE= : inf £ =0 (NIE E=1 TAK
633 {n2—40n+430 nEN} in 0 ( ) sup /30 ( )
634. F:{m: mneN A 37 <o <5
n
inf F'=/logy3 (NIE) sup F'=,/logs5 (NIE)
635. G:{m: mmneN A 47 <2 <8”2} inf G =+/2 (NIE) sup G =+/3 (NIE)
n
636. H:{m: mneN A 9”2<3m2<27”2} inf H — /2 (NIE) sup H = +/3 (NIE)
n
m 2 2 2 .
637. ]:{: m,neN A 16" <2™ <32" } inf [ =2 (TAK) sup I = /5 (NIE)
n
638. J—{m: mmneN A 27"2<3m2<81"2} inf J =+/3 (NIE) sup J =2 (TAK)
n
639. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
1
{rg e}
Rozwigzanie:

Kazdy dodatni element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k=m?—3n?> 0. Najwigkszy
element otrzymamy dla najmniejszej mozliwej dodatniej liczby k. Poniewaz liczba k jest
catkowita dodatnia, musi zachodzi¢ k> 1. Zauwazmy przy tym, ze dla m=2 i n=1
w istocie k=1. Zatem liczba 1 jest najwiekszym elementem zbioru.

Podobnie, kazdy ujemny element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k =m? —3n? <0. Naj-
mniejszy element otrzymamy dla najwiekszej mozliwej ujemnej liczby k, czyli dla ujem-
nej liczby k£ o najmniejszym module. Poniewaz liczba k jest catkowita ujemna, a przy
tym & # 2 (mod 3), musi zachodzi¢ k # —1. W konsekwencji k < —2. Zauwazmy ponadto,
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ze dla m=n=1 otrzymujemy k= —2. Zatem liczba —1/2 jest najmniejszym elementem
zbioru.

W rozwigzaniu korzystamy z nastepujacego faktu: Kwadrat liczby catkowitej nigdy nie
daje przy dzieleniu przez 3 reszty 2. Na tej wlasnie podstawie wnioskujemy, ze

kE=m?—3n>=m*#2 (mod 3).

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny —1/2, a kres gérny 1.

640. Podaé¢ przyktad takiego niepustego zbioru ograniczonego A, ze 0 <sup A<1
oraz sup {a*: a € A} =sup A.

Rozwigzanie:

Przyktadem zbioru spetiajacego warunki zadania jest zbiér A={—1/2,1/4}. Wow-
czas sup A=1/4, a przy tym zbiér {a®: a € A} ={1/16, 1/4} réwniez ma kres gorny 1/4.

641. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

k-m?.-n3

Z=X———:kmneNy;.
{ k3 4+mS+n? }

Rozwigzanie:

Rozwiazanie zadania oprzemy na nastepujacych spostrzezeniach:

1° Wszystkie elementy zbioru Z sa dodatnie.

2° Istnieje ciag o wyrazach ze zbioru Z zbiezny do zera.

Dla dowodu tego spostrzezenia wystarczy przyja¢ k=m =1 w wyrazeniu

k-m?-n?

k3 4+mS+nd
Otrzymamy wowczas
3 1
nﬂoo2_|_n9 n~>oo2.n*3+n6

3° Liczba 1/3 jest elementem zbioru Z.
Aby to zobaczy¢, wystaczy podstawi¢ k=m=n=1w (©).

4° Kazdy element zbioru Z jest niewiekszy od 1/3.
Istotnie, z nieréwnosci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng liczb k3, mSb, n?
otrzymujemy

e  k3+mS+4nf
3 /{53 . m6 ,n9 < 3 ,
co tatwo przeksztatcamy do postaci
k-m?-n3 1
k3 +mb+nd 37

Na podstawie spostrzezen 1° i 2° stwierdzamy, ze inf Z =0, a ze spostrzezen 3° i 4
wynika supZ =1/3

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny 0, a kres gorny 1/3.
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642. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
mn
=q———:mneE N} )
{ 4m?+49n?
Rozwigzanie:
Rozwigzanie zadania oprzemy na nastepujacych spostrzezeniach:

1° Wszystkie elementy zbioru Z sa dodatnie.

2° Istnieje ciag o wyrazach ze zbioru Z zbiezny do zera.

Dla dowodu tego spostrzezenia wystarczy przyja¢ m =1 w wyrazeniu
mn

Am2+9n? -’

Otrzymamy woéwczas

lim " = lim =0
im im -
n=oo4 4 9n2 n—co4d.n-149p

3° Liczba 1/12 jest elementem zbioru Z.
Aby to zobaczy¢, wystaczy podstawi¢ m=3in=2w (Q).

4° Kazdy element zbioru Z jest niewiekszy od 1/12.
Istotnie, z nieréwnosci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng liczb 4m? i 9n?
otrzymujemy

2 2
w/4m2,9n2<4m;_9n’

co tatwo przeksztatlcamy do postaci
mn 1

<=
4m2+9n2 12

Na podstawie spostrzezen 1° i 2° stwierdzamy, ze inf Z =0, a ze spostrzezen 3° i 4°
wynika supZ =1/12

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest rowny 0, a kres gorny 1/12.

643. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
=1

Zan Za =5

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, ze a, = cq"‘l, pami@tajadc aby c>0oraz 0 < q<1. Wowczas

Zan Zcq

»Q

oraz

o~ 3N\~ 3( 3\ ¢
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co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan

c 7
1—q 2
NE (#)
I
czyli
{ 2c=T7(1—q)
23 =T7(1—¢%).
Z pierwszego réwnania otrzymujemy
_1(1—q)
c=——F

co po podstawieniu do drugiego réwnania daje kolejno

73(1_Q)3 3
2T:7(1—q)
7(1-q)°

4

7(1-g)° =4(1-q) (1+q+¢*)
7(1-q)°=4(1+q+¢")
49¢® — 98¢ +49 = 4¢* +4q+4
45¢° —102¢+45=0 (V)
15¢° —34¢+15=0.

Otrzymane rownanie kwadratowe ma rozwiazania
34341515 17+/IT—152  17+\/17-15)17+15)
= 30 - 15 - 15 -
C17£V2.32 17+£V64  17+£8
15 15 15
co wobec warunku ¢ <1 wymaga przyjecia ”+”="—"". Ostatecznie otrzymujemy
_17-8 9 3
(RSTERS T

skad
1—q) 7
c= =—.
2 5

Otrzymane rozwigzanie ¢ =3/5, ¢="7/5 prowadzi do
. _ 7 . 3n71
5

a, = cq"

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg
00 7.371—1

Z 5n

n=1
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644. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

> a,=3 oraz > (-1)""'a,=1.
n=1 n=1

Rozwigzanie:
Spréobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zatézmy, Ze a,, = aq™ !, pamietajac, aby a >0 oraz 0 < g < 1. Wéwczas

00 B ) et _ a
T T
oraz o o
-1 n+1 e _ 1 a 7
Z;( )"a Z;M A

co prowadzi do uktadu réwnan
{a =3(1-q)

a=1+q
majacego rozwiazanie g =1/2, a=3/2.
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
=3

o
n:12

645. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

sumy szeregow
o0 o0 o oo
2 3 4
D ny Dy, D a,  Y.a,
n=1 n=1 n=1 n=1

sg liczbami catkowitymi.

Rozwigzanie:
Rozwazmy dowolny zbiezny szereg geometryczny o wyrazach wymiernych dodatnich,
np. 2_312%
Wowczas sumy
[e%¢] 1 [e’e] 1 2 1 [e’e] 1 3 1 00 1 4 1
_— = 1 e — = — e — = — e = —
P ;(2n> 3’ n; (2n> 7 n;<2n) 15

sg liczbami wymiernymi.

Wystarczy teraz przemnozy¢ wyrazy wyjsciowego szeregu geometrycznego przez naj-
mniejsza wspolng wielokrotnos¢ mianownikow powyzszych sum, aby uzyskaé¢ przyktad
spetiajacy warunki zadania.

W naszym wypadku otrzymujemy

105
Qp=——
2n
i w konsekwencji
Z a, =105,
n=1
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o 1052

> al=-——=105-35,
n=1 3

s 1053
> ad=——=105" 15,
n=1 7

> 105*

> ay=—"=1057.
— 15

646. Poda¢ przyktad takiego ciagu (a,,), ze szeregi

[o.¢] o oo
Z (a3n—2+a3n—1+as,), (a3n—1+a3n+asny1) oOraz Z (a3n + a3n11+a3n42)
n=1 n=1 n=1
sg zbiezne, a ponadto
(o)

(a3n—2+a3n_1+as,) =6, ar+ Z (a3n—1+a3n +azns1) =1

n=1 n=1
oraz .
a1 +ag+ Z (a3n 4 a3ns1 +a3n42) = 3.
n=1
Rozwigzanie:
Niech
CL1:]_
oraz
A3n-1=2, A3, =3, A3p+1=—D
dlan>1.
Wowcezas
S (azn—o+azn_1+az,) = (1+2+3)+(=5+2+3)+ (=5+2+3) + (—=5+2+3) +... =
n=1
=6+0+0+0+...=6,
(11+Z(a3n_1+a3n+a3n+1):].+(2+3—5)+(2+3—5)+(2+3—5>+:
n=1
=140+04+04...=1
oraz
ar+as+ > (asn+asns1+asni2) =142+3-5+2)+(3-5+2)+(3-5+2)+...=
n=1

=3+0+0+0+...=3.

647. Obliczy¢ sume szeregu

Rozwigzanie:

Lista 54R (rozwigzania niektérych zadar) - 520 - Strony 506-529



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2016/17

Szukamy takich liczb A1 B, ze
1 1 A B

n2—1 (n—1)(n+1) - n—1+n—|—1 '
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—1)(n+1) otrzymujemy
1=A(n+1)+B(n—-1).
Dla n =1 otrzymujemy A=1/2, natomiast przyjecie n=—1 daje B=—1/2.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

N 1 1 1 1//1 1 1 1 1 1
SN—Z;ﬁ_l—QZQQ%4‘vH4)—z((fwﬁ*(z—4)+(3‘5)+“
v vo) (v ) (vm - vr)) =
TTAN=-3 N-1 N—-2 N N—-1 N+1/))

1,1 1 1 1
3435w
2\1 2 N N+1

co przy N dazacym do +oco zbiega do 3/4.
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 3/4.

648. Obliczy¢ sume szeregu

i 1
o B (=0
Rozwigzanie:
Poczatek danego w zadaniu szeregu wyglada nastepujaco
11 1 1 1 1 1 1
Poniewaz szereg ma wyrazy dodatnie, jego suma nie zmieni sie przy zmianie kolejnosci
sumowania jego wyrazow.
Zauwazmy, ze wyrazy o indeksach nieparzystych tworza ciag geometryczny o ilora-
zie 1/4 i pierwszym wyrazie 1/2. Poniewaz suma szeregu geometrycznego o pierwszym
wyrazie a; 1 ilorazie ¢, gdzie |¢| <1, jest réwna

aq
1- q,
otrzymujemy
11 1 1 12 2
I R T W VAt &

Podobnie, wyrazy o indeksach parzystych tworza ciag geometryczny o ilorazie 1/16 i
pierwszym wyrazie 1/16. Przy tym

11 1 11
etatetEt =%
Suma danego w zadaniu szeregu jest wigec réwna
2 1 11
3715 15

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/15.
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649. Podac przyktad takiego szeregu zbieznego > a,, o wyrazach nieujemnych i sumie
n=1
1

rownej 1, ze dla nieskonczenie wielu liczb naturalnych n zachodzi réwnosé a,, = T
n

Rozwigzanie:

1
Wystarczy przyjac a, = — dlan e {4"3 t ke N} oraz a, =0 dla pozostatych n.

NG

650. Rozstrzygnaé zbieznosé¢ szeregow

i\/5n7+4n4—1 i\/5n8+4n4—1
oraz )
5nd —4nt+1 5nd —4nt+1

n=1

n=1
Rozwigzanie:
Zastosujemy kryterium poréwnawcze, szacujac pierwszy szereg od gory, a drugi od
dotu. Otrzymujemy
X VhnT+4nt—1 X voHn"+4n"—0 > 1
< =3) =<
T; 5nb—4nt+41 \n; 5nd —4nd>+0 Zn3/2 too
X Vhnd4+4dnt—1 _ X vonf+0—n8 1 &
= =_.
2 5nd—4n*+1 2 5n5—0+n® 3 2

n=1 n=1

oraz

Odpowiedz: Pierwszy szereg jest zbiezny, a drugi rozbiezny.

o
651. Dany jest zbiezny szereg geometryczny Y. a, o sumie S. Wiadomo, ze
n=1

i(—l)"an:T.

o0
2’ 2 . ’ . .
Wyznaczy¢ sume szeregu » 1% w zaleznosci od S'i T.
n=

Rozwigzanie:

[e.e]
Skorzystamy z nastepujacego wzoru na sume zbieznego szeregu geometrycznego . a,
n=1

o ilorazie ¢, gdzie |q| < 1:

0
Sa, ="
n=1

1—q°
Jezeli dany w zadaniu szereg geometryczny Y. a, ma iloraz ¢, to dla dowolnej liczby

n=1
naturalnej n zachodzi réwnosé a,, = a;-¢"~*. W konsekwencji

(=D)"an=(=1)"a1-¢""" = (=a1)- ()" .
Zatem szereg ioj (—1)"a, jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie —a; i ilo-
n=1

razie —q. Mamy wiec

e —aq —aq
(—=1)"a, = = .
n; 1—(=q) 1+¢q
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Podobnie ) .

2 —1 2 2\~

an= (g™ = (ah)- (")

[&.°]

skad wynika, ze szereg 3 a? jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a’
n=1

i ilorazie ¢%. Po uwzglednieniu zalozen

a,=——=295 oraz (—1)"a, = =T
nz::l 1=q nz::l 1+q
otrzymujemy

a? a, @ a,  —ay

—-ST

Zai: 2: . = — . pr—
= 1=¢ l-q 1+q 1-q l+4g

Odpowiedz: Suma szeregu > a? jest réwna —ST.
n=1

652. Obliczy¢ sume szeregu

i 1
“—n?+3n’
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A1 B, ze

1 1 A B
n2+3n n-(n+3) - E—i_ni—k?)
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n - (n+3) otrzymujemy
1=A(n+3)+DBn.

Dla n =0 otrzymujemy A =1/3, natomiast przyjecie n=—3 daje B=—1/3.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

A | 1 /1 1
N nz::an—i-Sn 3:=\n n+3
_1((1_1)+(1_1>+<1_1>+<1_1)+(1_1>+

- 3\\1 4 2 5 3 6 4 7 5 8) 7

(s 3 (i) (i) (- w9))-
T \N-=-3 N N—2 N+1 N—1 N-+2 N N+3/))

1<1+1+1 1 1 1 )
3\1 2 3 N+1 N+2 N+3/°
co przy N dazacym do +oo zbiega do 11/18.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/18.

653. Poda¢ przyktad takiego ciagu (a,), ze szeregi

[o¢] o o0
Z (azn—2+ asp—1+asn), Z (agn—1+as, +asn41) oraz Z (asp +asny1+a3n42)
n=1 n=1 n=1
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sg zbiezne, a ponadto

Z((Isnﬁ +agp—1+as,) =1, a;+ Z (agn—1+as, +asn41) =4
n=1 n=1
oraz .
a1 +ag+ Z (a3n 4 a3nt1 +a3n42) = 9.
n=1
Rozwigzanie:
Niech
a1::4
oraz
a3n-1=9, a3,=—8, azp41=3
dlan>1.
Wowczas
> (asn-o+as,—1+az,)=(4+5—8)+(3+5—8)+(3+5—8)+(3+5—8)+...=
n=1
=14+04+0+0+...=1,
a1+ Y (azn-1+asn+azni1) =4+(B—-8+3)+(5—8+3)+(5—8+3)+...=
n=1
=44+04+0+0+...=4
oraz

a1 +as+ > (asn+asns1+asni2) =445+ (—8+3+5)+ (—84+3+5)+(—8+3+5)+...=
n=1

=94+0+0+0+...=9.

654. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach wymiernych
n=1

dodatnich, Ze jego suma jest liczbg wymierng, a ponadto zachodzi rownosé
(o) o0
2 _ 4
Z Oy = Z Cy, -
n=1 n=1

Dla podanego przyktadu obliczy¢ wartoéci sum S;= 3 a,, So= 3 a? oraz S;= Y al.
n=1 n=1 n=1
Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zatézmy, ze a, = cq™ !, pamiectajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1 byty liczbami
wymiernymi. Woéwczas

o0 [e'e) c
S =Y =
n=1 n=1

I—gq

jest liczbg wymierng.
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Ponadto

;ai :;::102 (QQ)n_l = 1iq2

oraz
4

Ya=3e () =1

co sprowadza réwnos¢ podang w tresci zadania do postaci

Poniewaz

1—q* B 1—q2 1+¢2°
réwnanie (#) mozna zapisaé¢ jako

C2

1+¢* b
czyli
A=1+4¢>.

Konstrukcja przyktadu bedzie zakonczona, jesli znajdziemy taka liczbe wymierng do-
datnig q < 1, ze liczba 1+ ¢? jest kwadratem liczby wymierne;.

Przyjmujac ¢ =m/n, gdzie m <n sa liczbami naturalnymi, otrzymujemy
N

- .

Z réwnosci 3% +42 =52 wnioskujemy, ze zdefiniowana wyzej liczba ¢ jest wymierna dla
m=23, n=4. Wéwczas ¢=3/4 oraz c=5/4, a przy tym

CcC=

5/4  5/4
81: = — = s
1-3/4 1/4
o _ 25/16 _25/16 25
7 1-9/16  7/16 7
oraz
625/256 625/256 625 625 25

‘T 1-81/256 (256—81)/256 256—81 175 7

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg

< 5.3
5o

a wartosci sum wymienionych w tresci zadania sa réwne S; =5 oraz Sy =5, =25/7.

Uwaga: Jezeli ufamy w bezbtedno$¢ przeprowadzonych przez nas przeksztatcen, bez-
posrednie wyliczanie S; nie jest konieczne, gdyz zaprezentowana metoda rozwiazania
gwarantuje réwnos¢ So = Sy. Jesli jednak w rachunkach pojawit si¢ btad, a my nie prze-
prowadziliSmy uczciwie sugerowanych w tresci zadania obliczen sprawdzajgcych réwnosé
S, = 54, mozemy Sciggnaé na siebie wiekszy gniew osoby oceniajacej rozwiazanie, nizby-
sSmy na to zastugiwali tylko z powodu drobnego btedu rachunkowego.
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Uwaga 2: Przez Sy zwykle oznaczamy N-tg sume czeSciowy szeregu, podczas gdy su-
my S1, So, Sy w tresci zadania sa czyms zupelnie innym. Zadanie sprawdza wiec przy oka-
zji (bo nie to jest jego gtéwnym celem) rozumienie, ze te same oznaczenia moga w roznym
kontekscie znaczy¢ co$ zupehie innego. Student, ktory nie mialtby tej Swiadomogci, bytby
narazony na bezkrytyczne przyswojenie nastepujacego wzoru Pitagorasa-Einsteina:

E:m-(a2+62) .

655. Podac przyktad takiego szeregu zbieznego > a, o wyrazach wymiernych do-
n 1

datnich, ze sumy S; = Z Ay, So= Z a? oraz S, = Z a} sa liczbami calkowitymi, a po-

nadto zachodzi rownosé Sg Sy. Dla podanego przykladu podaé wartosci sum Sy, Sa i S;.
Wskazéwka: Nie istnieje czysty szereg geometryczny spelniajacy warunki zadania,
ale przyktad mozna skonstruowac¢ odpowiednio modyfikujac szereg geometryczny.
Rozwigzanie:
Rozwazmy modyfikacje szeregu > b,,, w ktérej kazdy wyraz jest powtorzony siedmio-
n=1

krotnie, a doktadniej

5. 3ln=1)/7]
n = bint6)/1 = v
Wowczas
81:7'T1:35, 52:7T2:25 oraz S4Z7T4:25
656. Obliczy¢ sume szeregu
> 1
;::3 nd—4n
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A, Bi C ze
1 1 A B C

—4n:(n—2)-n-(n+2):n—2+5+n7+2'
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—2)-n-(n+2) otrzymujemy
1=A-n-(n+2)+B-(n—2)-(n+2)+C-(n—2)n.
Dla n=2 otrzymujemy A=1/8, dla n=0 dostajemy B=—1/4, natomiast przyjecie
n=-—2 daje C'=1/8.
Zatem N-ta suma czgs’ciowa danego szeregu wyraza si¢ wzorem
1 1 X/ 1 2 1
SN—Z e N e e
1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
28'(<1—3+5)*<2—4+6)+<3‘5+7)+<4—6+8)+<5‘7*9)+
1

+< ! 2 + >+< ! 2 + ! )—i—
" \N-6 N—-4 N-=-2 N-5 N-3 N-1
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1 2 1 1 2 1 1 2 1
+<N—4_N— N>+<N—3_N—1+N+1>+<N—2_N+N+2>>:
1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 N-1 N+N+1+N+2)
co przy N dazacym do 400 zbiega do
1,1 1 1 1\ 1 1246-4-3 11
8'<1+2_3_4)_8' 12 9%

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/96.

Uwaga: Nieco prostsze rachunkowo rozwiazanie moze by¢ oparte na tozsamosci

1 _1‘< 1 >
(n—2)n-(n+2) 4 \(n—2)n n-(n+2))’

pod warunkiem, ze na nig jakos wpadniemy.

657. Obliczy¢ sume szeregu

i 1
“—in’+5n
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B

n2+5n n-(n+>5) :g+n7—|—5'
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n - (n+>5) otrzymujemy
1=A(n+5)+DBn.
Dla n=0 otrzymujemy A =1/5, natomiast przyjecie n = —5 daje B=—1/5.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem
N1

Zn?yon Zl<n_n+5>
-5((G-3)+ (5 i>+<§ -9+ G+ G+ Gn)t
+(N 3 N+2 >+(N12 N1+3)+(N11 N1+4> (le N1+5)>:

1<1+ N +1+ 1 1 1 1 1 )
5 2 345 N+1 N+2 N+3 N+4 N+5)°

co przy N dazacym do 400 zbiega do
1 <1+1+1+1 1) 1 60+30+20+15+12 137
5 5 60 T 300

Sy =

1234+5

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 137/300.
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658. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego 3} a, o wyrazach wymiernych
n=1
dodatnich, ze zachodzi réwnos¢

Zan Za .

Dla podanego przyktadu obliczyé¢ wartosci sum S; = Z a, oraz S3= Z a’.
=1

n=1
Rozwigzanie:

Sposob I:

Spréobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zalézmy, ze a, = cg™ !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1 byly liczbami
wymiernymi. Wéwczas

Zan Zcq

oraz

— 3 _ = 3(,3\"! c’
nglan_nglc (q) T 1—g3’

co sprowadza réwnos¢ podang w tresci zadania do postaci

Poniewaz

1—¢% 1-q ltq+q?’

réwnanie (#) mozna zapisaé jako

¢ —
l+q+¢*
czyli
A=14+q+¢*.

Konstrukcja przyktadu bedzie zakonczona, jesli znajdziemy taka liczbe wymierng do-
datnig ¢ <1, ze liczba 1+q+¢? jest kwadratem liczby wymiernej.
Przyjmujac ¢ =m/n, gdzie m <n sa liczbami naturalnymi, otrzymujemy

vm?+mn+n?

- .
7Z réwnoscei 32+3-5+5%="T% (trojkat o bokach 3, 5, 7 ma kat 120°) wnioskujemy, ze
zdefiniowana wyzej liczba ¢ jest wymierna dlam =3, n =5. Wéwczas ¢ =3/5 oraz ¢ =7/5,
a przy tym

CcC=

6 15 15T
YT1-3/5 0 2/5 2
oraz
343/125 343/125 343 7

5= o725 (15-27)/125 98 2
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Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg

007.371—1
P

a wartosci sum wymienionych w tresci zadania sa réwne S; = S3 =7/2.

Sposéb 1I:
Skonstruujemy zadany w zadaniu szereg modyfikujac dowolny szereg o wyrazach wy-
miernych dodatnich i znanej sumie oraz znanej sumie szescianéw wyrazow.

o0
Za punkt wyjscia wezmy mozliwie najprostszy szereg Z b,, dla ktorego potrafimy

wyliczy¢ podane w tresci zadania sumy. Niech b,, = 2". Wowczas
<1 1

Zb —Zi oraz st 8” ?

Przeskalujmy szereg Z b,, aby rozwazane sumy staly sie catkowite (wtedy tatwiej
n=1

bedzie nad nimi zapanowac). Przyjmijmy ¢, =7b, = l. Otrzymujemy

> <7 73
ch Z =7 oraz Zc —Z =49.
n=1 n=1 2n n=1 8
Dotézmy na poczatku szeregu k wyrazow réwnych 1 /2, czyli przyjmijmy
1
= dla n<k
an=1{ 2
n 7
Sk dla n>k
Wowcezas
> k
n=1 2
oraz

> k
53:Zai:49+§,

n=1
skad wynika, ze liczba k powinna spetnia¢ réwnanie
k k
T+—-=49+—.
+ 2 * 8
To prowadzi do k=112.

Odpowiedz: Przykladem szeregu spelniaj@cego warunki zadania jest szereg
112
1

Z Z oan— on—112 7

n=113
a wartos$ci sum wymienionych w tresm zadania sa rowne Sy =55 =
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