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667. Dobra¢ odpowiednia liczbe wymierna dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej dodatniej x zachodza nieréwnosci

8r+7
Rozwigzanie:
W przypadku, gdy x > 1, wykonujemy nastepujace szacowania:
4 8 8r+0 < 8x+T7 < 8x+Tx Ezg

7 14 br+a+87 Hrt+z+8 5r+0+0 5
Natomiast w przypadku, gdy 0 < x < 1, oszacowania wygladaja nastepujaco:
1 7 0+7 < 8r+7 8+7 15

- T, = X < - 4 -
2 14 54148 bHx+r+8 0+0+8 8

Zauwazamy, ze

1 - 4 15 <3
—<- oraz — )
2 7 8
Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzg nieréwnosci
1 8r+7

<L <3
2 " brtT+8
mozna wiec przyja¢ C'=1/2.

668. Wybra¢ odpowiednia liczbe catkowita N i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
rzeczywiste] x zachodzi nieréwnosé

<
oraz wykaza¢ istnienie takiej liczby rzeczywistej x, ze
3*44*4-9*
R UL

Rozwigzanie:
Rozpatrzymy dwa przypadki.
1° Dla z > 0 zachodzi nieréwnosé¢ 4% < 8, skad
3+4749" <348+ 97,
czyli
3r4+8+9r

2° Niech teraz x < 0. Wowczas 4* > 8%, skad
3T +4" 49" > 3"+ 8" +9%,
czyli
3* 447497
Ponadto korzystajac z nieréwnosci 4* < 3”7 dla z <0 otrzymujemy
3* 44 4-9* < 3*+3"4+9* - 33T +9T 497 5
3r4+82+9r 3240497 3% +9*
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Wykazalismy wiec, ze
3* 447 +9*
3F 447 +9*

<1<2 dla z>0

oraz
<2 dla z<0.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez liczbe N = 2.

669. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= v/22+108. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
/(@) = FWI< 00

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

=t = (o' =b') - (a'+0") = (> =17) - (a®+07) - (a* +b") =
=(a—b)-(a+Db)- (a2—|—62> . (a4—|—b4> ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
CL8 _ b8
(a+b)-(a2+b%)-(a*+b*)

Przyjmujac a = 22+ 108 oraz b= /yZ+ 105, zauwazamy, ze a-+b> 0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

f(2) = f(y)| = | Va2 + 108 — {/y?+108

(22 +10%) — (y* +108)
(Va2 + 105+ Y2 +10°) - (Va2 105+ V7 +10°) - (Va2 + 108 + /7 +10°

a—b=

B 2% —y?| B
(Va?+105+ {7 +10°) - (Va? + 105+ Y47 F10°) - (Va2 + 105+ /o2 + 10F)
[z—yl-|z+yl
= (1)

(Va?+ 105+ §/y7+10°) - (Va? + 105+ Y47 F105) - (Va2 + 10° + /2 +10°)
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a? otrzymujemy:

o+ y| < [z + |y = Va?+/y? < Va2 105+ [y + 108,
skad

|2+
<1. 2
Va2 4+ 108 +/y2 + 108 @)

Ponadto zauwazamy, ze

1 1 1 1
8/2 8 3/,2 S 8 8 5 ~ 90 (3)
VrZ+ 1084 42 +108 ~ VO+108++/0+108 10410 20
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Analogicznie
1 1 1 1

< = = — .
Va2 108+ Y42+10°  v0+108+ v0+10% 1004100 200

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

(4)

[z —yl- [z +yl _
(Va?+105+ 7 +10°) - (Va2 + 105+ V7 +10°) - (Va? +10° + /o7 +10°)
1 1 |z +y|

= | — . . . <
oyl Va? 105+ Y2105 Va2 +105+ V2 +105 a2+ 105 ++/y> + 10°

11 eyl

20 200 ~ 4000

670. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem f(z)= v/z4+108. Dowies¢, ze

dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
[f(@) = fl < =5~

<lz—yl-

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a®— b = (a4—b4) . (a4—|—b4) _ (az_bz) . (a2+b2) . <a4—|—b4) _
=(a—0b)-(a+D)- (a2+b2) : (a4+b4> ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a8 _ bS
(@1 0)- (@1 0) (@ + b7
Przyjmujac a = v/z*+ 10% oraz b= /y*+ 105, zauwazamy, ze a—+b>0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nieréwnosci:

[f(2) = f(y) = [Vat+10° — {fy* + 108
(z*410%) — (y* +10%)
(VaT+ 105+ {/y™+10°7) - (VaT+ 108 + YT+ 10%) - (VaT+10° + /y T+ 10F)

|zt — o

(Vat+ 105+ §y™+10°) - (Vat + 108 + YT+ 10%) - (Vat + 105+ /y T+ 10°)

_ [z —y|-|lv+y|- (=° +y?) W
(VaT+ 105+ g™+ 10°) - (VT + 105 + YT+ 10°) - (VaT + 105+ /y T+ 10F)

a—b=

Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac réwnosé |x| = Vit otrzymujemy:

@ +y| < o]+ |y = Vat+ yt < V1108 + {yt 4108,
skad
|z +y|
V4108 + /y"+ 108

(2)
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7 kolei réwnosé 22 = v* prowadzi do:
24 y? =Vt Jyt <Vt 108 4yt 4108,
skad g
'¢x4+10&+v@4+108<1

Ponadto zauwazamy, ze
! < ! -t 1 : (4)
Vet +105+ YyT+108  V0+105++30+10%8 10+10 20
Zastosowanie nieréwnosci (2), (3) i (4) do (1) pozwala dokonczy¢ oszacowania:
[z —yl-lz+yl- (22 +y*)
(VaT 105+ §y™+10%) - (Va + 105 + Yy 10°) - (Vat + 105+ /y T+ 10F)

—\3:'— ‘ 1 ) |x—i—y| ) x2_|_y2 <
N V10 + VT 10 Vo £ 100+ Yy T 10° Vo £ 105+ g F 10F
1 |z —y|
7=l g5 20

671. Funkcja f:R — R jest okre§lona wzorem

25z /4922437
J@ =5+ =
Dowiesé, ze f jest odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:

Wykres funkcji f jest krzywg o réwnaniu

25x /4922437

24 + 24 ’

24y +25x =492+ 37 .

y=-
czyli

7 powyzszego rowania wynika
24y + 24 = /4922 4+ 37 — 1 > /4922 4+ 37 — || = V4922 + 37— Va2 > 0,
a z podobnego réwnania
24y +25x = —v/ 4922+ 37
dochodzimy do
24y + 241 = —/4922 + 37— < —V/A4922 + 37+ || = —V/4922 + 37T+ Va2 < 0.

Zatem rownanie wykresu funkcji f mozna podniesé do kwadratu uzupetniajac je nieréw-
noscig r+y > 0. Otrzymujemy kolejno

576y% +1200xy 4+ 62522 = 4922437,  x+y>0
576y* +1200xy 4+ 5762 =37,  x+y>0
Z uwagi na symetrie wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f

jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu x =y, co oznacza, ze funkcja f jest funkcja
odwrotng do samej siebie.
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