Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2016/17

x —T

711. Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem
—e

fa)=

Funkcja g: R — R jest funkcja odwrotna do f, tzn. f(g(z))=g(f(z)) ==z dla dowolnej
liczby rzeczywistej x.

Podaé¢ wzor na pochodng funkcji g. Poda¢ przyktad takiej liczby wymiernej x> 1,
ze liczba ¢'(z) jest wymierna.

e

Rozwigzanie:
Sposob I:
Réwnosé g(x) =y jest réwnowazna réwnosci f(y) =z, czyli x = lub inaczej
t—1
r=—1
2 ? (*)

jesli przyjmiemy t=eY. Przy tych oznaczeniach mamy ¢ >0 i y=Int. Rozwigzujemy
réwnanie (&) tak, aby wyznaczy¢ t w zaleznosci od x:

2t =t>—1,
t?—2t—1=0,
2ot Vaz? +4
5
t=x+tVa2+1,
skad wobec t >0 musimy przyja¢ ” £7 =" +". Ostatecznie
t=x+Vartl
i w konsekwencji

g(x):y:ln(a:+\/x2+1) :

Majac jawny wzor okreslajacy funkcje g bez trudu obliczamy jej pochodna:

1+ 2 V241 z Vzltltz 1
_ 2Vz24+1 Va4l D V224l V24l _

/
l‘ pr— p— prm— _— .
g(w) r+vVar2+1 r+vVar2+1 r+vVe2+1 a2+l

Jako przyktlad liczby wymiernej x > 1, dla ktorej ¢'(z) jest liczba wymierna, przyjmij-
my z =4/3. Otrzymujemy wtedy

g'(x)=yg'(4/3)=

113
J16/9+1 2579 5

Sposob 11:

Zauwazmy, ze

eV+eY eV42+4e % e —2+e % ev—e v\’
=" =\/ ; # - +1:$( ' )+1:

=/ (f()*+1.
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Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy
1 1 1

W powyzszych przeksztalceniach wykorzystaliSmy réwnosé

F)=V(fy) +1

dla y=g(x).
Dla urozmaicenia tym razem jako przyklad liczby wymiernej x> 1, dla ktérej ¢'(z)

jest liczba wymierna, przyjmijmy = =12/5. Otrzymujemy wtedy

o S S T
§{@)=g(12/5) J144/25+1  (f169/25 137

712. Skonstruowaé przyktad takiej funkcji rézniczkowalnej f: R — R, ze
0 dla x<0
J(z)= {a: dla z>1

Rozwigzanie:

Postaramy sie uzupetni¢ funkcje f na przedziale (0, 1) funkcja wielomianowa. Ponie-
waz musimy dopasowaé cztery liczby (wartosci i pochodne w punktach 0 i 1), wyprébu-
jemy wielomian, w ktérym mozna dobraé cztery wspotczynniki, a mianowicie wielomian
stopnia co najwyzej 3, oznaczmy go przez

W (z)=az® +bz’+cr+d.

Pelna definicja funkcji f przyjmie wiec postac:

0 dla. <0
f(x)={ax®*+br*+cx+d dla 0<z<l1
x dla  z>1

Zauwazmy, ze pochodna wielomianu jest dana wzorem W’ (z) = 3az?*+ 2bx +c.

Aby okreslona wyzej funkcja f byta ciggta i rézniczkowalna, muszg zachodzié¢ naste-
pujace rOWNOSCi:
e ciaglos¢ w zerze: f(0)=W(0"), czyli 0=d,
e ciagtos¢ w jedynce: f(1)=W(17), czyli l=a+b+c+d,
e rézniczkowalnosé w zerze: f/(07)=W’(01), czyli 0=c,
e rézniczkowalno$é w jedynce: f'(17)=W'(17), czyli 1 =3a+2b+c.

Wobec ¢=d =0 otrzymujemy uktad réwnan

a+b=1,

)= {3a+26:1,

ktory ma rozwigzanie a=—1, b=2, skad W (x) = —2% + 22°.

Odpowiedz: Funkcjg spetniajacg warunki zadania jest funkcja okreslona nastepujacym
WZOrem:

0 dla. =<0
flx)={ —23+22% dla O<x<l1
x dla  z>1
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713. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci
1 1
—— <Iln(n+1)—lnn< —.
n+1 n

Rozwigzanie:

Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkcji f(x)=Inz na przedziale [n, n+ 1] wynika istnienie takiej liczby c € (n, n+1),
7€

In(n+1)—Inn=f'(c).

Poniewaz 1
4 .
f (I’) - T )
z nieréwnosci n < c <n-+1 otrzymujemy
1 1 1
] < In(n+1)—Inn=f'(c)= <

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

714. Udowodni¢ nieréwnosé
arctgb + arctgl2 < arctg7+arctglO.

Rozwigzanie:

Sposcb I (oficjalny):

Podana nieréwnos¢ moze by¢ przepisana w postaci
arctgl2 —arctgl( < arctg7 —arctg6 .

7, twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkeji f(x)=arctge na przedziatach [6, 7] oraz [10, 12] wynika istnienie takich liczb
c€ (6,7) oraz d € (10, 12), ze

arctg? —arctgb = f'(c)

oraz
arctgl2 —arctgl0=2- f'(d) .
Poniewaz .
/ _ -
fla)= g
z nieréwnosci 6 < ¢ < 7 oraz 10 < d < 12 otrzymujemy odpowiednio
1 , 1
50 < arctg?—arctgb= f'(c) = 211 < 37
oraz
2 < tgl2 —arctgl0=2- f'(d) 2 < 2
— arc —ar =2- =— —.
145 s 8 £+1 101

W konsekwencji
2 1

tgl2 —arctgl) < — < — = — < arctg7 —arctgb

arctg arctg 01 <100~ 5o <2rct7—arctgb,

co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.
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Sposdb II (rachunkowy):
Niech
f(z) =arctg(6+x)+arctg(12 —2z)

bedzie funkcja, ktéra dla =0 i z=1 przyjmuje wartosci réwne odpowiednio lewej
i prawej stronie dowodzonej nierownosci. Zadanie bedzie rozwigzane, jesli wykazemy,
ze funkcja f jest rosnaca na przedziale (0, 1), a do tego wystarczy wykaza¢ dodatnio$¢
jej pochodnej na tym przedziale. Mitosnicy rachunkow bez trudu stwierdza, ze

() 1 N —2 202 —T2x+71
xXr)= == —
(6+2)2+1 (12—22)24+1 ((6+x)2+1)-((12—2x)2+1)
22% — 41— 68z +2+68+1 2-(x—1)?+68-(1—z)+1

(64+2)2+1)-((12—22)2+1)  ((6+2)2+1)-((12—22)%2+1)"
co wobec dodatniosci ostatniego wyrazenia dla x <1 konczy rozwigzanie zadania.

Sposob III (wymaga znajomosci pewnej sztuczki):
Skorzystamy z tego, ze arctgx jest argumentem liczby zespolonej 1+ ix oraz z faktu,
ze przy mnozeniu liczb zespolonych ich argumenty si¢ dodaja.
Wobec tego arctgb+arctgl2 jest argumentem liczby
18
(1460)-(14120) =1+ 18i — 72— —T1+18i =71 (—1+71~¢) ,
natomiast arctg7+arctgl0 jest argumentem liczby
17
(1470)-(14+10i) =14+17i—70 = —69+ 17i = 69 - (—1—1—69-2') .

Zatem lewa i prawa strona dowodzonej nieréwnosci sg rowne odpowiednio argumen-

tom liczb
1+18 . 1+17 )
= 1 oraz 59 7.

PR 18 1T .
Wobec tego dowodzona nieré6wnos¢ jest rownowazna nieréwnosci -1 > 59’ ktora mozemy

wykazac nastepujaco:
8 18 1 17 17

71772 4 6869

1 1
Uwagi: Poniewaz argumentem liczby zespolonej —1 + 1 = (1 1 z) jest liczba

(1) = (- negt) = T v
—arctg| - | =n— | = —arc = —+arc
m g 1 n 9 g 9 g%,
faktycznie udowodniliémy nieréwnosci
T
arctgb +arctgl2 < 5 +arctgd < arctg7 4+ arctgl0.
Zwroémy tez uwage, ze postepujac podobnie jak powyzej, strony dowodzonej nierow-

nosci mozna zapisaé jako:

te6 +arctel2 — = +arct (71) T tarct (4 1)
arc arc = —+tarctg| — | = = +arc -—
relgbrarctele =5 arcle | g ) T o TAs (1T g
oraz

tg7+ t10—z+ t<69)—7r+ t<4+1>
arctg7 +arctg =3 arctg 7) =3 arctg )
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Metodami podobnymi do powyzszych mozna udowodni¢ nieréwnosci rownowazne da-
nej w zadaniu nierownosci:

2 2 1
arctgl2 —arctglO = arctg (121) < arctg <86> =arctg <43> =arctg? —arctgb ,

1 4 4
arctgl2 —arctg7 = arctg (17> arctg <68) <arctg (61> =arctgl0 —arctgb
oraz :
arctgl2 —arctglO—arctg7 +arctgb = arctg ( 1041> >0.

715. Udowodnié istnienie liczby rzeczywistej x € (0, 2) spelniajacej nier6wnosé
x2015 . ($ o 2)2016 >1.

Rozwigzanie:

Sposdb I (dla myslgcych Smiertelnikow):

Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

f(l’) _ $2015 . (I— 2)2016 )
Woweczas jej pochodna wyraza si¢ wzorem
f'(x) =2015- 221 (2 —2)*10 42016 - 22" - (2 —2)*°1° .

Poniewaz

f()=1 oraz  f'(1)=2015—2016=—10,

funkcja f osiaga w punkcie 1 wartosé 1, ktora nie jest ekstremum lokalnym (bo f'(1) #0).
W szczegdélnodei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi osiggac
w poblizu jedynki takze wartos¢ wieksza od 1.

Sposob II (dla bezmyslnych cudotworcow):
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

f(x) :$2015 . ($_2)2016 ]

Zamiast wycigga¢ wnioski na podstawie analizy przebiegu powyzszej funkcji, bezmysnie
uczepimy sie miejsca, w ktéorym pochodna tej funkcji sie zeruje, a sama funkcja osigga
maksimum.

Pochodna funkcji f wyraza sie wzorem

f/<i[f> —92015- 1,2014 X (iC o 2)2016 + 2016 - 1'2015 i (x . 2)2015 _
=92015- .T2014 . (2 . x)2016 —92016- ZE2015 X (2 o .Z')2015 _
_ $2014 . (2 )2015 (2015 (2 —.T) —2016 .T) — 1,2014 A (2 )2015 (4030 4031 - l’)
Zatem na przedziale (0, 2) pochodna funkcji f ma nastepujacy znak:
>0 dla ze€ (O M)

? 4031
fl(z)4=0 dla z=7330
4030

<0 dla ze (4%, 2)
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Oznacza to, ze funkcja f osiaga na przedziale (0, 2) najwieksza wartos¢ w punkcie

xr= % i wartoscig ta jest
f(4030) _ (4030>2015. (4032>2016: 40302015 . 4()322016
4031 4031 4031 40314031
Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy ”tylko” udowodnié¢ nierownosé f (%) > 1. Pro-
blem polega na tym, ze w rzeczywistosci f (%) ~1,000124.
Aby wykaza¢ nieréwnosé f (%) > 1, nalezatoby udowodnic, ze
40307017 . 40322016 > 40314931 | ()

co jest praktycznie niewyobrazalne bez uzycia komputera, gdyz po obu stronach tej nie-
rownosci wystepuja liczby 14534-cyfrowe, a ich iloraz jest w przyblizeniu réwny 1,000124.
Cudotworca przepisatby nier6wnosé (&) w postaci
(2n)"- (2n+2)"T > (2n4-1)*
gdzie n =2015, a nastepnie przemnozyt ja stronami przez 2n otrzymujac kolejno nierow-

nosci rownowazne:
(2n)" . (2n42)"t > (2n4+1)*" - (2n),
((2n)-(2n+2)""" > ((2n+1)%)" (2n+1) - (2n),
n+1 n
(4n2+4n) > (4n2+4n—i— 1) ~(4n2+2n) : (&)
W tym momencie cudotworca zauwazytby, ze po kazdej ze stron nieréwnosci () znajduje
si¢ iloczyn n+1 czynnikéw dodatnich. Gdyby sumy czynnikéw po kazdej ze stron byty
rowne, wiekszy bylby iloczyn o wszystkich czynnikach rownych, czyli iloczyn po lewej
stronie nieréwnosci (¢»). Tymczasem jest nawet lepiej, gdyz suma czynnikéw po lewej
stronie nieréwnosci () jest réwna
(4n2+4n) (n+1)=4n*+8n*+4n,
a po prawej jest od niej mniejsza i wynosi
(4n” +4n+1)-n+ (4n®+2n) = 4n*+8n” + 3n.,
Dowd6d nieréwnosci () jest wiec zakonczony.
Uwaga:
Cudotwoérca zamiast nieréwnosci () udowodnitby nieréwno$¢ mocniejsza, a miano-
wicle _ .
(4712 + 4n) > (4n2 +4n+ 1) . (4n2 + Bn) ,
co prowadzi do wzmocnionej wersji nieréwnosci (db):
40302015 40322916 > 40311939 4031,5 ,

w ktérej iloraz strony lewej do prawej jest w przyblizeniu réwny 1,00000000769 (bezpo-
srenio po przecinku wystepuje osiem zer). To doprowadzitoby do nieréwnosci

4030 4031,5 1
> — =1+—-~1,0001240387
/ (4031) 4031 * 8062 ’ ’
gdy tymczasem w rzeczywistosci
f (4030> ~1,0001240463
4031) = ‘
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