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455. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(z)=+vz2+1.
Uwaga: Nie wolno korzysta¢ z reguty de I’'Hospitala lub w inny sposéb omija¢ bezposred-
nie korzystanie z definicji pochodne;j.

Rozwigzanie:

Stosujac definicje pochodnej oraz wzér na réznice kwadratow otrzymujemy:

- 241— 211 )
_ (y—=) (y+=) . y+x _
= = lim _
(VP TV ) (y—a) VTV
V24142241 2-Va2+1 V241

456. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodna funkcji f

okreslonej wzorem f(x)= ¥z na przedziale (0, +00).

Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz wzor na réznice czwartych poteg otrzymujemy:
_ YT Vo _
BT e (et gn) (Vatvi) -0

1 1 1

1
= (Yo ) (Varyg) (Ve Vo) (Veeve) 2 3n)-2ve) 4V

457. W kazdym z zadan 457.1-457.7 podaj w postaci liczby calkowitej lub
ulamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

457.1. fi(x)=1In (:1:3 + 1)

fi(1)=3/2 fi(2)=4/3 fi(3)=27/28
457.2. fg(x):arctg<x2)

f(1)=1 f2(2)=4/17 f2(3)=3/41

f5(0)=12 f3(1)=12/5 f3(2)=12/7
457.4. fi(x)=Va®—1+8

fi(-1)=1/6 fi(0)=-1/12 fi1)=1/6
4575, fo(x) = :C4_1x,2+9

fs(=1)=1/27 f5(0)=0 fs(1)=-1/27
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1
Vb — 1 +32
feg(=1)=-1/80 f6(0)=1/320 fe(1)=-1/80

457.6. fo(z)=

457.7. f7(z) =Br+1- V722 +1
f7(0)=4 f:(1)=37/6 f7(3)=303/40

1
1— 4 —_
< arctgd arctgd9 < 1201

1
458. Udowodni¢ nierd Sci
| owg ni¢ nieréwnosci ro0
Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkcji f(x)=arctgr na przedziale [49, 51] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (49, 51),

ze
arctghl —arctgd9 = (51 —49)- f'(c) =2 f'(c) .
Poniewaz .
I R
f (fﬂ) - I2 + 1 )
z nieréwnosci 49 < ¢ < 51 otrzymujemy
1 2 2 2 2 2 1

= = < tghl —arctgdd = ——— < = =
1301 2602 512+1 arctgol marcletd = a1 19241 2402 1201°

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

1 1
459. Udowodnié nieréwnosci 9 <In9—-In& < 3

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkcji f(x)=Inz na przedziale [8, 9] wynika istnienie takiej liczby c € (8,9), ze
In9—In8= f'(c).
Poniewaz 1
/
xr)=—,
fl@) =
z nieréwnosci 8 < ¢ <9 otrzymujemy

1 1 1
§ < ln9—ln8:f'(c)=E < g,

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

460. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem f(z)=+v/22+9. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

4
(@)= fW)I< o e =yl
Rozwigzanie:
Sposob I:
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Nalezy udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—4, 4] zachodzi nie-
rownosé

4
x2+9— 2—|—9’ <--lz—yl.
’\/ \/ Y 5 | Y|
Przeksztatcamy lewa strone dowodzonej nieréwnosci:

‘\/x2+9—\/y2+9‘ - ’\/x2+9—\/y2+9’.\/5”2+9+V92+9 _

Va2 +9+2+9
— |$2—y2| :|x—y| |{L‘—|—y| )
Va2 +9+/42+9 Va2 +94+/42+9

Dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nos¢
|z +y| 4
< =
VI2+9+vy2+9 5
ktora jest rownowazna nieréwnosci
4
eyl <z <\/x2+9—|— \/y2+9> .
Powyzszg nieréwnos$¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnodci trojkata, wykorzystujac
rownosé x| =vx? oraz uwzgledniajac nieréwnoscei 2 < 16 i y* < 16:

9x2 1622 9y?  16y2
< = 2 2 — 4 — -7 <
lz+y| <|z|+|y| =22+ \/y \/25 + 5% + 5% + 5%
9.-16 1622 9-16 16y 16 16
< — ] — (2240 (24 9) =
\/25+25 +\/25+25 \/25 (x+)+\/25 (y°+9)

:;l-(\/a:2+9+\/y2+9> :

Sposob I1:
Dla x =y dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego wynika réwnosé

[f (@)= fW)l=1f(c)|-lz =yl
gdzie ¢ lezy miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla
dowolnej liczby x € [—4, 4] zachodzi nier6wnosé

4
<.
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:
2x x ||
2.-Va2+9|  [Va?+9| Va?+9

co jest oczywiscie mniejsze od 4/5 dla x =0, natomiast dla z # 0 mozemy kontynuowaé

I U N
VaiEo Vit 14 1 d L\ [25/16 5
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461. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(x) :£B—|-‘.I'2—6’
na przedziale [—4, 3| oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

22—6 dla z¢€ (—oo, —\/6} u [\/6, —|—oo)

—224+6 dla ze€ (—\/6, \/6)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisaé w postaci

r+22—6 dla z¢€ {—4, —\/6} U {\/6, 3}

r—x’+6 dla z€ (—\/6, \/6)

W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—4, 3] jest dana wzorem
142z dla e (-4, —v6)U(V6,3)

1-22 dla z€ (-6, v6)

W punktach —v/6 i v/6 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygadé
jej istnienia — wystarczy dotaczyé¢ te punkty do listy punktéw, w ktérych obliczymy
wartos$¢ funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku z € (—4, —\/6) U (\/6, 3) réwnanie f'(z) =0 sprowadza sie do réw-
nania 142z =0, co ma rozwiazanie x =—1/2, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego
zbioru (—4, —\/6) u(\/é, 3).

2° W przypadku z € (—\/6, \/6> réwnanie f'(x) =0 sprowadza sie do 1 — 2z =0, co ma
rozwiazanie x = 1/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—\/6, \/6>

-

fx)=

f'(x) =

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedzialu: —4 i 3,
e miejsce zerowe pochodnej: 1/2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —v/6 i /6.

f(=4)=6,
f(~v6) =—V6,
f(1/2)=6,25,
f(V6) =6,
f(3)=6.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejsza réw-
ng —v/6 w punkcie —/6, a wartoé¢ najwicksza réwna 6,25 = 25/4 w punkcie 1/2.
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462. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
r  10-In(22+1)

flz)= 9 T+arctgx

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [9, 11].
Rozwigzanie:
Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat
roznicy:
, 1 10-2z 1 241 20z 99
flla)=q5— + = — +
99  99-(z24+1) 2241 99-(2241) 99-(22+1) 99-(22+1)
_ 2?—=202+100  (z—10)? -
99 (2241) 99 (a241) "
przy czym w ostatniej nieréwnosci rownos¢ zachodzi tylko dla x = 10. Poniewaz w intere-
sujacym nas przedziale pochodna funckji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,
w ktorym ma wartos$é zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osiaga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 9, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 11.

Uwaga: Na ogét w tego typu zadaniu nie badaliby$my znaku pochodnej, a jedy-
nie poréwnaliby$my wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

1 10-1n82
= ~1,1 2
f9) 11 99 +arctgd~1,105925,
10  10-In101
10)=———— 10~1,1 4
f(10) 99 99 +arctgl0~1,105964 ,
1 10-In122
f(ll):§—%+arctg11%1,105993.

463. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem
9 81
flz)= ;—@—an
osiaga najmniejsza i najwicksza warto$¢ na przedziale [4, 5].
Rozwigzanie:
Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréoconego mnozenia na kwadrat
roznicy:
f,($):_g+871+l:l_g+§:4352—3637—1—81 _ (22-9)°
x?  Axd x x 2?43 43 423
przy czym w ostatniej nier6wnosci réwnosé zachodzi tylko dla = =9/2. Poniewaz w inte-
resujacym nas przedziale pochodna funckji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,

w ktorym ma wartos$¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

>07
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Odpowiedz: Funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 4, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 5.

Uwaga: Na ogét w tego typu zadaniu nie badalibyémy znaku pochodnej, a jedy-
nie porownalibysmy wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

207
f(4) = T5g +1n43,00348,

£(9/2)= 2 +In(9/2) ~ 3,00408,

279
=—+4Inb~ 444 .
f(5) 200+n5 3,00

464. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
fx) ::v+‘x2—a:—12’

na przedziale [—5, 5| oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

2 —r—12=(z—4)-(z+3).
Stad
‘xQ_x_u‘_ r?—x—12 dla z€(—00, —3]U[4, +00)
| 2t +ar+12 dla ze(-3,4)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r?—12 dla xe€[-5, —3]U[4, 5]
f(z)= 2 _
r?+2x+12 dla ze(-3,4)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedzialu [—5, 5] jest dana wzorem
, 2x dla ze€(=5,-3)U(4,5)
flle)=9 _ _
2042 dla ze€(-3,4)

W punktach —3 i 4 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktow, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (=5, —3)U (4, 5) réwnanie f’(z)=0 sprowadza si¢ do 2z =0,
co ma rozwiazanie x = 0, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego zbioru (=5, —3)U (4, 5).

2° W przypadku z € (-3, 4) réwnanie f’(z) =0 sprowadza sie do —2x+2=0, co ma
rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-3, 4).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —5 1 5,
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e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3 i 4.

f(=5)=13,

f(=3)=-3,
f(1)=13,
fl4)=4,
f(5)=13.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejsza réw-
ng —3 w punkcie —3, a wartos¢ najwieksza rowng 13 w punktach —5, 11 5.

465. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(x) :3£C+‘563—9l"

na przedziale [—4, vV 10} oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sg osiagane.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

*—9r=(x—-3)-z-(x+3).
Stad
‘x3—9x‘— ’—9z dla z€[-3,0]U[3, +0)
| —2¥+9z dla z€(—o00,—3)UE (0, 3)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

f(x)—{ 23— 6z dla z€[-3, O]U[?), \/1_()}
| —2®+122 dla ze[—4, —3)U€(0,3)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu {—4, vV 10} jest dana wzorem

) = { 3:—6  dla x€(-3,0)U(3,/10)
—322+12 dla z € (-4, -3)Uue(0,3)
W punktach —3, 01 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktow, w ktorych obliczymy wartoscé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
1° W przypadku z € (—=3,0)U (37 \/1_()) rownanie f’(z) =0 sprowadza si¢ do 322 =6,
co ma dwa rozwigzania x =4+/2, z ktérych tylko jedno, a mianowicie x = —+/2, nalezy
do rozwazanego zbioru (—3,0)U (3, \/1_0)
2° W przypadku z € (—4, —3)U € (0, 3) réwnanie f’(x) =0 sprowadza si¢ do 3z? =12,
co ma dwa rozwigzania r = +2, z ktorych tylko jedno, a mianowicie x =2, nalezy do
rozwazanego zbioru (—4, —3)U € (0, 3).
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Poréwnamy wartosci funkcji f w siedmiu punktach:
e konice przedziatu: —4 i /10,
e miejsca zerowe pochodnej: —v/2 1 2,
e punkty, w ktorych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3, 0 i 3.

f(—4)=16, f(-3)=-9, f(0)=13, f(2)=16, f(3)=9,
f(—ﬁ):(—\/5)3+6-\/§:—2-ﬁ+6-¢§=4-\/§e(4,8), bo v2e(1,2),
f(\/l_o)z(JE)?’—&\/E:10-\/1_0—6-¢E:4-\/Ee(12,16), bo V10€(3,4).

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza row-
na —9 w punkcie —3, a warto$¢ najwieksza rowng 16 w punktach —4 i 2.

486. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e’ —1+1In(1—x)

)= p dla z#0
A dla z=0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
Cf(h)—f(0) . RO 4oy (1 —h)— ABP
70) = i Oy e

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2

0, mozemy wigc

zastosowaé regute de I’Hospitala.
h_ 1 2
s € —17h—3Ah
f1(0)= fim Ah3

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastoso-

0
wac regute de I’'Hospitala.

eh— 1 ___6Ah
ey s (1_h)?
£(0)=lim 1212

0

Przy h — 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wigc po raz trzeci zastoso-

wacé regute de I’Hospitala.

h 2
e"——=5—6A
0) = 1 (1—n)
f0) = fimy 24h
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz ’166‘4, co ma postac¢ nieoznaczona % dla A=—1/6. Wow-

czas mozemy po raz czwarty zastosowac regute de 1’Hospitala.
0) = 1 ¢" — iy D
FO) =l =

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=—1/6 i wowczas f/'(0) = —5/24.
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