Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2016/17

Egzamin, 21.06.2017, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktow)
Obliczy¢ catke nieoznaczong / 2 Y +1de.

Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie ¢t = /2 + 1, czyli x =t>—1 i formalnie dx = 3t> dt, otrzymujemy
2 Yt Tdo= [ (P—1) t32d =3 [ —2+idar=s. (20 B oo
/.1" X+ x—/(—)-- —'/ — -+ —'TO—T—FZ‘F =
3t 6t 3t 3-(x+1)1%  6-(x+1)"3 3 (z+1)¥3
o Gt S G MG Ch s o)
10 7 4 10 7 4
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)

Obliczy¢ catke oznaczona

/ 22 Inzde.
1
Rozwigzanie:
Wykonujac catkowanie przez czedci otrzymujemy:

e 3 € e 3 3 e 3 3|°
2. _ I AR S R _
l/x lnﬂvalyc—3 Inz /3 xd:v—g 5 /x da:—3 (9 )_
z=1 1 1 x=1
IR
3 9 9 9 9
23 1

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 9 + 9
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Zadanie 1 3. (10 punktéw)
dx

v+

Obliczy¢ wartos¢ calki niewtasciwej / lub wykazaé, ze catka ta jest rozbiezna.
7

Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
I 1 _ Ar+B N C
3+r  (2241)-z  224+1  z’
1=(Az+B)-2+C- (:1:2—1-1) :

1=A2?>+Bzx+Cz?+C,

0 = A+C
0 = B
1 = C
Stad otrzymujemy A= —1.
Wobec tego
T dx T 1 In (z2+1) -
= [ Cdr=— ] —
7/x3+w 7/ 2241 " 2 nel .

\_/+

::<mn<_h1“9+1f+mx)

a—oo \ 22 4 2

1 2 |
—i-n;o—ln?:(limln v 1)+n50—ln7:

1 In 50 In 50 In 50
:@E&LWQ+2‘WﬁMﬁZ””;Z”“'

. 1. . : S ,, In50
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka jest zbiezna i ma wartos¢ —In7.

Uwaga: Poprawne wykonanie przejscia granicznego jest istotna czescig zadania. Bez
tego rozwigzanie, nawet przy poprawnym wyniku liczbowym, nie moze by¢ ocenione
na wiecej niz 4 punkty.
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Zadanie 14 (10 punktéw)
Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
0 . (371) p3n
—ns 1
n; n!-2n (1)
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy

z parametrem x # 0.

Otrzymujemy
(n+1)n+1.<3:i13> ,x3n+3‘ nl.on _ (n+1)- "T“)nx?’ . (3;;1113) _
(n+1)l-2n+1 e (30 - a3n (n+1)-2 (*)
()" 2> Bn+1)-(3n+2)-(3n+3)  27e-|zf*
= . —
2 (n+1)-(2n+1)-(2n+2) 8

przy n — o0o.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
27e-|z|?
g

wyrazow szeregu (1) réwnej

27e- |z

Jezeli <1, cezyli |z| < to szereg (1) jest zbiezny.

2
3. e

. 2 : .
> 1, ezyli |x| > ——=, to szereg (1) jest rozbiezny.

3-Je

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny

NNE]
Jezeli zas 2]

2
3. Ve
2
3. e

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci
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Zadanie 19 . (10 punktéw)
Udowodnié¢ zbieznosé szeregu ((—1)” : (\/n +1— \/ﬁ))

n=1
Przypomnienie: Starannie sformutuj kryteria, z ktérych korzystasz.

Rozwigzanie:
Aby udowodni¢ zbieznos$¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych, ktéore wymaga spelnienia nastepujacych trzech
warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.

Warunki te staja sie oczywiste po zapisaniu wartosci bezwzglednych wyrazéw szeregu
w innej postaci:

1
\/n——i—l_\/ﬁ:—m.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)

n+3
Niech a,, = nto dla n e N.
n+1
S an an+1
Udowodni¢, ze szereg Z (22 — 22 ) jest zbiezny i wyznaczy¢ jego sume.
n=1
Rozwigzanie:
Odnotujmy najpierw, ze a; =2 oraz nlgg(} a, =1.
Zauwazmy, ze sumy czesciowe szeregu danego w tezie zadania dajg sie zapisa¢ naste-
pujacym wzorem:

N
SN _ Z (22an _22an+1) :22a1 _22 N+1 :221 _22 N+1 _ 16_22 N+1 )
n=1

Wobec tego
i (2" —2""") = lim % (2" —2""") = lim (16~ 2 =16-2% =16-4=12.
n=1 =1 >

Odpowiedz: Szereg dany w tresci zadania ma sume 12.
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Zadanie 21 . (10 punktéw)
Obliczy¢ granice

" n+k
li —_—.
nl—%lokgl n2 + k2
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
"on+k 1 & 14+k/n 12
e e = (1),
Sn2Hk2 o0 S 14+ (k/n)2 0 o
1
gdzie f(x)= 1:52

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciggowi podziatéw przedziatu catkowania na przedziaty réownej dtugosci daza
do catki oznaczone;j:

1
In (1+2?)
lim — )dz = L dr=arctgr+—— 2| =
Jim - kzlf<> /f r= 1+2 xr=arctg x+ 5 .
" 1+1 n?2 te 0 In2 7T+ln2
= arc — —arctg0——=—4+—.
P ATy TR T T T T

Otrzymujemy wiec
" n+k m In2
li —_— = —
A, 2 TR
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Zadanic 22 (10 punktéw)

T oa"dx
Udowodni¢ zbieznosé catki niewtasciwej | ——.
0/ \ /CL'9—|—{L'8

Rozwigzanie:
Dzielac przedzial catkowania otrzymujemy

7 x™ dx _/1 x™ dx +7° x™ dx

J Va9t ad ) Vadad ] Vit +ad

Wykazemy, ze kazda z dwoéch catek wystepujacych w powyzszej sumie jest zbiezna.
W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
1 1 1
" dx ™ dx dx
< = <400,
0/ :L‘9+$8\0/\/0+:L‘8 0/x4—7f oo
bo 4—7m < 1.
Podobnie
7 " dx <7O " dx _70 dx < too
= 45— ’
S Va0 4a® Va0
bo 4,5—m>1.
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Zadanie 23« (10 punktéw)
Wiadomo, ze dla funkcji rézniczkowalnej f:[a, b] =R, gdzie 0<a <b, pole powierzchni
powstatej przez obrot krzywej

{(z, f(x)): z€la, O]}

wokot osi OY jest rowne
b
27r-/x- 1+ (f'(2))* da

Wyznaczy¢ pole powierzchni
{($, y,2): 22y’ =2< 1} :

Rozwigzanie:
Poniewaz dana w zadaniu paraboloida obrotowa powstaje przez obrot wokét osi OZ tuku
paraboli o réwnaniu z =22, 0 < z < 1, umieszczonego w plaszczyznie X Z, przyjmiemy
w podanym wzorze f(z)=2x?% a=0, b=1.

Biorac pod uwage, ze f'(x) =2z oraz wykonujac po drodze podstawienie ¢t = 1+ 4z2,
czyli formalnie dt = 8x dx, otrzymujemy:

b 5
- 2
27r~/x~\/1+(f’(x))2d:c:27r/ \/1—|—4x2dx—% /\/_dt—g St
a 1

:%.53/2—6 g(5\/5 1).

5
:E.ﬁ/?

6

5

Odpowiedz: Pole danej w zadaniu powierzchni obrotowej jest réwne — (5\/_ )
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Zadanic 24 . (10 punktéw)
Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu

S (Varei- n2) .

Rozwigzanie:

Przeksztatcimy dany w zadaniu szereg korzystajac ze wzoru na roéznice szescianéw, a na-
stepnie skorzystamy z kryterium poréwnawczego:

oo oo 1

YmZ i1 — Un?) = <
n;< ) n; (n2 4 1) 4 n2/3. Y211 +nt/?
s 1 1 & 1

< =) —= <+oo,
\nzz:l (n2+0)*3 4023 Y21 0+nt3 3 7;[”4/3

bo 4/3 > 1.

Odpowiedz: Dany w tresci zadania szereg jest zbiezny.
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Zadanie 29« (10 punktéw)
Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

4 4

nt . pen

xXn

>

n=1 (nl)n3 ‘

(2)

Rozwigzanie:
Oznaczmy n-ty wyraz szeregu (2) traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem x
przez a, i zastosujmy do niego kryterium Cauchy’ego. Otrzymujemy

n/‘an‘: n

W celu obliczenia granicy ciagu (b,) stosujemy kryterium Cauchy’ego do tego ciagu.
Otrzymujemy
[l
b = _ e
(nh)m

W celu obliczenia granicy ciggu (cn) stosujemy kryterium Cauchy’ego do tego ciggu.
Otrzymujemy

n” -z n |z

_mn
Ve = (nhm— nl

W celu obliczenia granicy ciagu (d,,) w przypadku x # 0 stosujemy kryterium d’Alem-
berta do tego ciagu. Otrzymujemy

dpir (1) |:1c|”Jrl n! n+l
= =[xl el

=d,.

d, (n+1)! nn ||
przy n— oo.
Tak wigc zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazow ciagu (d,,) réwnej e-|z|.
Jezeli e-|x| <1, czyli |x| < 1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta
7}1—>Holo d,=0<1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (c,) mamy
nll_}IIOlo c,=0<1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,) dostajemy
nlgg(} b,=0<1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu (2) wnioskujemy, ze szereg
ten jest zbiezny.
Jezeli zas e-|x| > 1, czyli |x| > 1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta
Jlim d, =+o0>1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (c,) mamy
hm cn=—+o00o>1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,) dostajemy
lim b, =400 >1,

n—oo
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skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu (2) wnioskujemy, ze szereg
ten jest rozbiezny.
Zatem promien zbiezno$ci szeregu potegowego (2) jest réwny 1/e.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci 1/e.

Zadanic 20. (10 punktéw)
4m

Udowodnié nieréwnosé / cos®xdr < .

0
Rozwigzanie:

Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometrycz-
nej.

Przyjmijmy
z=cosr+isinx,
co daje
2" =cosnx+isinnx, z " =cosnx—isinnz, cosnmzzn—;zn
Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
1, 10
cos'Vx = <Z+Z ) =
2
2104102844520 412021 + 21027 42524210272 + 12021 +45270+ 10273+ 2710
B 1024 B
_cosl0z  Scos8x  45cosbxr  15cosdx  105cos2z 63
512 256 sz 64 256 256

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze catka z cosinusa po pelnym
okresie jest zerem, pozwala wydatnie uproscié¢ obliczenia):

7 10 Tcos10z 5cos8r  45cosbr  15cosdzr  105cos2z 63
/ cos  xdr= + + +
0

0

+ —|——d:zc—63—ﬂ<
512 256 512 64 256 256 " 64 O
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Zadanie 31« (10 punktéw)
30

Obliczy¢ catke oznaczong / g(x) dx, gdzie funkcja g jest funkcja odwrotna do funkcji
0

f:[1, +00) — R okreslonej wzorem f(z)=30+z—x°.
Rozwigzanie:
Odnotujmy najpierw, ze f'(z)=1-5z*<0 dla z > 1, a zatem funkcja f jest malejaca.
Ponadto f(1)=301 f(2)=0, skad ¢(30) =1 i g(0) = 2. Podstawiajac w danej calce
r=30+y—y°= f(y), czyli formalnie dz = (1 —>5y*) dy, otrzymujemy
1 1

7og(fv)dl’=/g(f(y))'(1—5y4) dy:/ly-(l—5y4) dy:/y—5y5dy=/25y5—ydy=

5:64 4 5 1 320-12-5+3 306
— _7_7_’_7: = :51.
6 2 6 2 6 6

Odpowiedz: Dana catka ma wartos$¢ 51.
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Zadanie 32« (10 punktéw)
Rozstrzygnac, czy catka

1
/ V25 23 da
—1

ma wartos¢ mniejsza czy wieksza od 10.
Rozwigzanie:
Dzielac przedzial catkowania na dwa przedzialy i wykonujac podstawienie x = —t otrzy-

mujemy

1 0 1 0 1
/\/25+x3da:: / V25 + 23 dx—l—/\/25+x3 do = —/\/25—153 dt+/\/25+a;3 d =
0 1 0

-1 -1

1 1 1 1
/\/25—t3 dt+/\/25+x3 da;:/\/25—x3 dx+/\/25+a:3 do =
0 0 0 0

1 1
:/\/25—x3+\/25+x3da:</10dx:10.
0 0

Powyzej skorzystalismy z nieréwnosci
V25 —y+/25+y < 10

prawdziwej dla kazdej liczby y € (0,1], ktéra to nieréwno$é dowodzimy poprzez nastepu-
jace przejscia rownowazne:

25—y+2-1/25—y-1/25+y+25+y < 100,
V25 —y-\/25+y <25,
(25—1y)-(25+y) < 25°,

25% — 1% < 252,

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki jest mniejsza od 10.

Uwaga: Wartos¢ podanej calki jest w przyblizeniu rowna 9,9997.
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Zadanie 33« (10 punktéw)
oo n-3"
Pamietasz zespolony szereg potegowy
n=1
gdzie m € N oraz k € Z, jest zbiezny albo rozbiezny w zaleznosci od parzystosci k7

Podstaw za z wybrana przez Ciebie liczbe zespolona o module 1 nie bedaca powyzszej
postaci, dla ktorej ten szereg jest zbiezny, a nast@pnie oblicz jego sume.

, ktéry w punktach postaci z=eFm/3"

Przypomnienie: n%:; g =In2, Z 2n+1 =71,
Rozwigzanie:
Dla z =1, po uwzglednieniu i% =4® dla a =b (mod 4), dany szereg przyjmuje postaé
0o 43" 0o 420 32n j(2n+1)- -32n+1 00 (_1)77, 0o ;(2n+1):3

ry =2, +2 =

=0 2n+1 =1 2n =0 2n+1

>—=) -

n=1 n n=1
1 _1)n+1 00 6n+3 In?2 S (_1)n In?2 i
=3 2 D BRI o e S

In2 m

Odpowiedz: Dla z =1 suma danego szeregu jest rowna ~5 "I
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Zadanie 34 (10 punktéw)

Wiadomo, ze
00 2 2
> COZ#:%—%JF% dla  0<z<2r.
n=1

Obliczy¢ wartos¢ sumy

G PRI SN B SN B

§(2n+1)3 BRI E A TR FER
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f bedaca suma szeregu funkcyjnego
> sinnx
f(x):; —an(), (3)
gdzie f,(z)= sm;wc a wiec f)(z)= COS? *  Poniewaz szeregi liczbowe
n n

oo © 1
2 fl=20 =
n=1 n=1"T
oraz
1
"2

pATARS

o0 (o)
sa zbiezne, szeregi funkcyjne > f, oraz Y _ fi sa zbiezne jednostajnie i w konsekwencji
n=1 n=1

szereg (3) mozna rézniczkowaé wyraz za wyrazem. Zatem dla x € [0, 27] mamy
) [e'e) 2 2
b oy > cosnx_at mr m
x)__géaj%(x) 2;% n2 4 2 + 6 )
skad
2 wx 7 w7z
T T =t LT o
0)= [ fa)do 2 T TR 1 T T
Zauwazmy, ze ze wzoru (3) wynika f (0) =0, skad C'=0 i w konsekwencji
R e
e <z<2m. 4
f) =TT T e 0<a<on (@

Przyjmujac x =7 /2 we wzorze (4) otrzymujemy

< (=1)" ™ 7 w5 1-6+8 3 3 oo
=7°- =7 —.

2 onrip 06 16 12 " 96 96 32

Odpowiedz: Suma szeregu liczbowego podanego w treéci zadania jest réwna 73 /32.
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Zadanie 3O« (10 punktéw)

= (-l

Wiedzac, ze > ~———
n=1 n

w ktérej na przemian wystepuja trzy wyrazy dodatnie i jeden ujemny:

111111 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

=1In2, obliczy¢ sume permutacji szeregu anharmonicznego,

13 s e e o T T T T e 921 T2 s s T ar T 10"
Rozwigzanie:

Poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, jego zbieznosé (i sume) mozna zbadaé rozwazajac

tylko co czwarta sume CZQéCiOW@ Otrzymujmy

T U el >
+
= 12 i=1 i=n+1 22_1
: : "‘”(—1)7“rl L :
Skoro wiemy, ze > =1In 2, definicja zbieznosci szeregu daje
n=1

_1 i+1
) =In2.

JH&Z

Ponadto oznaczajac f(z)=1/(2x) otrzymujemy

sn ] 1 & 1 1 3 i—1/2\
A > o= lim e > W:,}Lf&;jz f< ):1/f(x)da::

i=n+1 40—

ln3 In1l ln3

2 2 2

x:2

Ostatecznie

2n (_1)i+1 3n 1 In3
lim Sy, = i : o | =2+ —-.
o 24n = 10 (Z; i +i:n+1 QZ_l) D+ 2

In3
Odpowiedz: Suma danego szeregu jest rowna In 2+ HT
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Zadanie 30 . (10 punktéw)
Skonstruowa¢ funkcje rézniczkowalna f:R — R spelniajaca warunki
f8)=8 oraz  f(z)=(f'(z))® dla zeR.

Rozwigzanie:

Zajmijmy sie najpierw warunkiem
fla)=(f'())’ ()

i sprobujmy znalezé funkcje, by¢ moze okreslone na przedziale mniejszym niz R, ktére
go spetniaja.

Przede wszystkim zauwazmy, ze funkcja stala réwna 0 spelnia warunek (5).

Jezeli funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie, to mozemy przepisa¢ warunek (5) w po-

staci ,
f'(x)
v f(x)

Caltkujac stronami réwnanie (6) otrzymujemy kolejno:

Pade o
fr

(f@)*FP =+,

~1. (6)

N W

=2 wro) 7

Bezposrednio sprawdzamy, ze funkcja f okreslona wzorem (7) dla z > —C spelnia waru-
nek (5) dla z > —C, a ponadto f(—C)=f'(—C*)=0.
Rozszerzmy funkcje f na calg prosta warto$ciami réwnymi 0, czyli przyjmijmy

0 dla z€(—o0, —C)

flx)= (8)
(

9 3/2
3 (x+C’)> dla ze€[-C, +00)

Zauwazmy, ze warto$¢ tak okreslonej funkcji f oraz jej pochodna prawostronne w punkcie
—C sa réwne 0, skad wynika, ze wzor (8) okresla funkcje rézniczkowalng na catej proste;
spetiajaca rownanie (5).

W celu doboru odpowiedniej statej C' rozwigzujemy réwnanie

(;-(8+C)>3/2:8,

ktore prowadzi kolejno do
2
g-(8+(]):4, 8+C=6, C=-2.

Ostatecznie otrzymujemy
0 dla ze€(—o0,2)

flx)= (g_(x_2)>3/2 dla z€[2, +o0)
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