Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2016/17

Egzamin, 9.09.2017, godz. 11:00-14:00

Zadanie 1 1. (10 punktéw)

Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 2 =2723 w liczbach zespolonych. Zapisaé
wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonometrycz-
nych) oraz zaznaczy¢ wszystkie rozwigzania na plaszczyznie zespolonej wykorzystujac
zamieszczony nizej rysunek, na ktérym narysowano okregi o srodku w zerze i promie-
niach v/n dla n=1,2,3,4 oraz proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.
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Rozwigzanie:

Przepisujemy dane réwnanie w postaci
z3~(z6—27> =0.

Powyzsze réwnanie jest spelnione przez z =0 oraz przez takie liczby zespolone z,
ze 28 =27.

Zauwazmy, ze jednym z rozwigzan réwnania 20 =27 jest z = /3, a pozostate pie¢
rozwigzan tego rownania lezy na okregu o promieniu v/3 co 60°.

Inaczej: liczba 27 ma modut 27 i argument 0, a zatem jej pierwiastki széstego stopnia
maja modut v/3 i argumenty 2k7/6 dla k=0,1,2,3,4,5, czyli odpowiednio 0, 7/3, 27/3,
m, 47/3, b /3.

3 3i
Odpowiedz: Dane réwnanie ma 7 rozwigzan: 0, +1/3 oraz il\é— +5 51
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Jarostaw Wroblewsk:

Zadanie 1 2. (20 punktéw)

Analiza Matematyczna 2, lato 2016/17

W kazdym z zadan 12.1-12.20 podaj sume szeregu (moze by¢ liczba rzeczywista albo

jednym z symboli +00 i —00).

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

Niech a,, =23"". Wéwczas:

o0
12.2. Y 2% =+o0

12.1 Z a,= 8
n=1 n=1
12.3. Z (an—l—an+1) =12 12.4. Z (an—i—an+2) =10
n=1 n=1
12.5. Y (ap+ani3)=9 12.6. Y (apy1+an2)=6
n=1 n=1

12.8. Z (an+2 +a/n+3) =3

12.7. ﬁl(an+1+an+3):5 >
12.9. gjl(ai—aiﬂ):m 12.10. gl(ai—ai+2):20
12.11. §1<ai—ai+3):21 12.12. gl(aiﬂ—aiﬂ):zl
12.13. gl(ai+1—ai+3):5 12.14. gl(a,%+2—a§+3):1
12.15. 2(2@7&—2%1):15 12.16. 2(2””—2“"”):18
12.17. 2(2%—2%3):19 12.18. 21(2an+1—2an+2):3
12.19. é(zanﬂ—zaw):zx 12.20. 21(2“”“—2“"*3):1
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Zadanie 1 3. (10 punktéw)
T dx
Obliczy¢ warto$é catki niewtadciwej / porgrpe lub wykazaé, ze catka ta jest rozbiezna.
i+
1

Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
I 1 _ Az+B N C N D
ria? (2241)-22 2241 2 2?2’
1=(Az+B)-2°4+C-z- (:1:2—1-1) +D- <:z:2+1> ,

1=A2*+ Ba*+C2*+Cx+Da*+ D,

= A+C

= B+D

= C

= D

_ oo O O

Stad otrzymujemy A=01 B=—1.
Wobec tego

o0

T d 71 1 1
/ * —/— +— de=—arctg r—— =
J J x x

i 241 »

1 1 T T 0
= lim (—arct li —— tgl4+—-=——4+0+—-+1=1——.
lim (—arc gx)+errolo< x)—i—arc gl+7 5 PO+ + 1

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka jest zbiezna i ma wartos¢ 1 —m/4.
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Zadanie 14 (10 punktéw)
Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
n_ (2n\3  5n
o n < > T
~\nJ 7 1
nz::l n!-2n (1)
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy

z parametrem x # 0.

Otrzymujemy
(n+1)n+1,(2§—;&—12)3,x5n+5 nl.on _(n+1)- (”T“)n ® (2::12>3
(n+1)l- 20t .n"-(2:>3-x5" a (n+1)-2 ' (277)3
B (HTH)"-|:5|5 (2n+1)3- (2n+2)3
B 2 C(n+1)%(n+1)3 — 32elaf

przy n — oo.

Tak wigc zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazéw szeregu (1) réwnej 32e-|z|°.

Jezeli 32e-|z]° < 1, czyli |=| <5 to szereg (1) jest zbiezny.

1
2

Jezeli zaé 32e-|z|° > 1, czyli || W to szereg (1) jest rozbiezny.

\/_

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny 55

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci
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Zadanie 19 . (10 punktéw)
Obliczy¢ catke nieoznaczong

/ \/f dx
1+ =
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie z =% i formalnie dx = 6t° dt, otrzymujemy:

e s £ D ot

6t 6t° 67/6 6 5/6
f—?+2t3 6t+6-arctg t+C = x7 ’ +2vx -6 +6-arctg Vr+C'.

7
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)

n
Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu Y (=D)"-n )
w1 (n+1)-(n+2)
Rozwigzanie:
Aby udowodni¢ zbieznos$¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwo$¢ trzech zalozen tego kryterium.
1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.

Sprawdzamy to nastepujaco:
I z I "
im = lim = =0.

S =

3° Cigg wartodci bezwzglednych wyrazéw jest nierosngcy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié, powinnismy wykazac, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
n n+1
> )
(n+1)-(n+2) " (n+2)-(n+3)
co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom
n > n+1 ’
n+1" n+3
n-(n+3)>(n+1)-(n+1),
n24+3n>n*+2n+1,

nzl,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
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Zadanie 17 . (10 punktéw)
Wiedzac, ze

1
— arcsinz =
dx 1—2?
obliczy¢ catke nieoznaczona
/ z?arcsina dx .

Rozwigzanie:
Wykonujemy calkowanie przez czesci catkujac czynnik 22 i rézniczkujac arcsinz. Otrzy-

mujemy:
3

3 1
/xg-arcsinx de =2 -arcsinm—/gc— ——dx.
3 3 V1—2a?
W ostatniej calce wykonujemy podstawienie t =1 — 22, w ktérym stosujemy formalny
wzor dt = —2x dx. Otrzymujemy:

3 1 1 2% (—22)dx 1 (1—t)dt 1,1
il dp=—-. (2 720 2 [V 2 [ fidi=
/3 1— a2 v 6 V1— a2 6 Vit 6 /\/f Vi

N T—22 (1—2%)*?
S TG —— Ch.
5 + 5 +C 3 + 9 +C1
W konsekwencji
3. . 1— 2 1— 2\3/2
/arcsinxdx: ‘ agcsm:v+ 3 ‘ —( g ) +C'.
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2016/17

Zadanie 18. (10 punktéw)
Skonstruowaé¢ funkcje rozniczkowalna f:R — R spelniajaca warunki

f(0)=0 oraz f'(x)=vVazt—222+1 dla z€R.
Rozwigzanie:
Przepisujemy wzor na pochodna funkcji f:

[e) =T =27+ 1 zm:\xz_l(:{

r?—1 dla z € (—o0, —1JU[1, +00)
—2?+1 dla z€(-1,1)

Dla z € (—o0, —1] zachodzi f'(z)=2%—1, mamy wiec!

3
f(x):/xQ—ldx:%—m—i—C’l.

Dla z € [—1, 1] zachodzi f'(x)=—z%+1, mamy wigc

3
f(x):/—x2+1dx:—%+x+02.

Dla z € [1, +00) zachodzi f'(x)=2*—1, mamy wicc
3

f(x):/x2—1dx:%—x—|—03.

Aby zagwarantowaé warunek f(0) =0, nalezy przyja¢ Co =0.
Aby zagwarantowaé zgodnosé okreslenia f(—1), musi byé

0 pra=-"Piyia,

3 3
czyli
2 2
‘L0 =2
3 + 1 3 )
skad C, = —4/3.
Aby zagwarantowaé zgodnosé okreslenia f(1), musi by¢
3 13
——1+C3=——+4+1+C
3 +0C3 3 +1+0Cs,
czyli
2 2
S a0.=2
3 + 3 3 y
skad C3=4/3.

3
'Doktadniej: Funkcja g:R — R okreslona wzorem g(x)= % —x+C7 ma na calej prostej pochodna
3
okreslong wzorem ¢'(z) =22 — 1, skad wynika, ze jezeli f(x)=g(z)= % —z+Cp dla x € (—o0, —1],

to f'(x)=g'(x)=2?>—1dlaz€ (00, —1) oraz f'(z7)=g'(z)=2?—1 dla z=—1.
3
Co wiecej, wzor f(z)= % —x+C; dla z € (—oco, —1] definiuje wszystkie funkcje rézniczkowalne

f: (=00, —1] = R spelniajace warunki f’'(z)=2?—1 dla z € (—oo, —1) oraz f'(z7)=2>—1dla r=—1.
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Ostatecznie otrzymujemy

x 4
——xr——- dl —o00, —1
3 T3 dla z € (—o0, —1]
23
f(z)= —§+x dla ze(-1,1)
3 4
%—x—i-g dla z€(l, +00)
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