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KOLOKWIUM nr D4, 27.03.2017, godz. 8:15-9:15

Zadanie DT (10 punktéw)
Obliczy¢ granice
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Rozwigzanie:
Sposob I:

Zauwazmy najpierw, ze przyjmujac f(z)=1/z i korzystajac z catkowalnosci funkeji
f na przedziale [1, 2] otrzymujemy
2

12 1 1 2 ’ " dx
lim Z - = —=1lim — ) f(k/n):/f(x)dx:/—:ln]x\ =
n—>ook n+1 n—>oonk:n+1]{;/n n—>oonk:n+1 / / T .
=n2—-Inl=1In2.

Ponadto prawdziwe sg oszacowania
1 2n 1 2n 2n 1 2n 1

R T A Y e IR Y cwyry i Wirwer

2n 1 2n 1
< — — In2,
k;zn:+1k+\/E kzzr;i-lk

z ktorych na mocy twierdzenia o trzech ciggach wynika, ze dana w zadaniu granica ma
wartos¢ In 2.

Sposdb II (na podstawie pomystu Panéw Damiana Szuby i Kacpra Wodianego):
Stosujac wzor na réznice kwadratéw otrzymujemy
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Podobnie jak w sposobie I otrzymujemy
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. W tym celu zauwazamy, ze wobec k > 2 zachodza
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skad na podstawie twierdzenia o trzech ciggach
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k=n+1

Punktacja:
10 punktéw - rozwiazanie dajace sie¢ wybroni¢ (1 praca).
5 punktéw - sposéb II bez poradzenia sobie z granica (©) (2 prace).

2n
2 punkty - dowdd, ze nh_g)lo Z — =1In2, bez wykazania zwigzku z granica dang w za-
k=n-+1

daniu (2 prace).
0 punktéw - brak istotnych krokéw w kierunku rozwiazania (8 prac).
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Zadanie D8 . (20 punktow)
a) (10 punktéw) Udowodnié¢ nieréwnosci
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Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f(z)=1/+y/z i zauwazmy, ze funkcja ta jest malejaca w przedziale
[100, 10 000].

Wobec tego jej calka oznaczona

10000 d 10000
/ Y oz — 200 — 20 = 180
100 \/E =100

jest wieksza od sumy Riemanna odpowiadajacej podziatowi przedziatu catkowania na
9900 przedziatéw dtugosci 1, jesli sumujemy wartosci funkeji w prawych koncach prze-
dziatéw podziatu.

Ogdlna nieré6wnos¢ ma postaé

/f ) dx > Z f(k a,b€ 7z, f malejaca na [a, b]

k=a+1
i jest pogladowo przedstawiona na rysunku 1.
W naszym przypadku otrzymujemy L < 180, czyli lewa z dowodzonych nieréwnosci.
Podobnie, sumy Riemanna dla tego samego podziatu, ale przy sumowaniu wartosci
funkcji w lewych koncach przedziatéw podziatu, dajg ogdlng nieréwnosé

b _
/f(x) dr < b}f f(k) a,bez, f malejaca na [a, b]
a k=a

pogladowo przedstawiong na rysunku 2.
W naszym przypadku dostajemy P > 180, czyli prawa z dowodzonych nieréwnosci.
b) (10 punktéw) Rozstrzygnaé, ktora liczba jest wieksza: L+ P czy 360 7
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze pochodna f'(z)= — jest rosnaca w przedziale [100, 10 000], skad

23/2
wynika, ze sama funkcja f jest w tym przedziale $cisle wypukta.
Wobec tego wzOr zwi@zany z metoda trapezow daje nieréwnosé

/f )+f< + Z f(k a,bez, f wypukta na [a, b|

k=a+1
przedstawiona pogladowo na rysunkach 31i4.
W naszym przypadku dostajemy % > 180, skad wynika, ze L+ P > 360.

Uwaga: Bezposredne obliczenia przy uzyciu komputera pokazuja, ze
L=~179,9550416 ,
P ~180,0450416 ,

L+ P ~360,00008324 .
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rys. 1
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rys. 2

Kolokwium 54 -5- Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2 LUX, lato 2016/17

rys. 3
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rys. 4
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Punktacja:
10 punktéw - rozwiazanie czeéci a) poprawne (1 praca).
0 punktéw - brak istotnych krokéw w kierunku rozwiazania (12 prac).

Punktacja za cate kolokwium:

Liczba 0s6b piszacych kolokwium: 13.

Uzyskane wyniki:

20 punktéw — 1 osoba

5 punktéw — 2 osoby

2 punkty — 2 osoby

0 punktéw — 8 oséb

Suma uzyskanych punktow: 34.

Mnoznik kolokwium: 29 (zaokraglone 1000/34).

Zwolnienie z kolokwium 4 i kwalifikacja do kolokwium 84 przystuguje 6 oso-
bom majacym w tej chwili co najmniej 310 punktow w USOSie jako Wynik LUX.
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