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KOLOKWIUM nr D8, 8.05.2017, godz. 8:15-9:00

Zadanic 0. (10 punktéw)
Oszacowaé od goéry (przez dowolna, ale konkretna liczbe) norme supremum funkcji
f :R— R zdefiniowanej wzorem
625 — 2% +7
F@)= s
8x® —x*+11

Rozwigzanie:
Oszacujemy wyrazenie definiujace funkcje f rozwazajac dwa przypadki:
1° Gdy |z| < 1, otrzymujemy:
628 — 22+ 7 o 6-0+7 13
828 —x'+11 ~0—1+11 10’

2° Gdy |z| > 1, otrzymujemy:
6_ .2 6_ 6
6x x—i—7<6x 0+7x _13<13

a8 —at+11  Sz8—a8+0 722 T

Wobec tego dla kazdej liczby rzeczywistej £ mamy
13
@)= f) <2

skad wynika nieréwnosé || f|| < 13/7.

Punktacja:
10 punktéw - rozwiazanie poprawne (4 prace).
9 punktoéw - poprawne oszacowania w poszczegolnych przypadkach, ale brak wyraznego
sformulowania oszacowania na norme (1 praca).
3 punkty - oszacowanie dla |z|>1 (1 praca).
0 punktéw - brak istotnych krokéw w kierunku rozwiazania (2 prace).

Zadanic 00. (10 punktéw)
Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej (torusa) powstatej przez obrét okregu o réwnaniu
(x—2)?+y? =1 woké? osi OY.
Pole powierzchni powstalej przez obrot krzywej {(z, f(x)): x € [a, b]}, gdzie 0<a <b
oraz f € C'([a, b)), wokot osi OY jest réwne
b

27r~/3c- 1+ (f'(x)) da .

a

W rozwigzaniu moze sie tez przydaé¢ wzor dx =arcsinz+C.

1
/ V1—a?
Rozwigzanie:

Przeksztatcanie réwnania obracanego okregu prowadzi kolejno do:
y2:1_($_2)27

y==4y/1—(x—2)2.
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Przy tym z moze przebiegaé¢ przedzial [1, 3].
Okrag rozdziela sie wiec w naturalny sposoéb na dwa pédtokregi, o rownaniach

y=4/1—(x—2)? oraz y:—m'

Poniewaz kazdy z tych potokregdéw tworzy przy obrocie powierzchnie obrotowa o takim
samym polu, mozemy wyliczy¢ pole powierzchni powstatej przez obrét jednego z nich,
a otrzymany wynik pomnozy¢ przez 2.

Aby skorzystaé¢ z podanego wzoru, przyjmujemy [a, b =[1,3] i f(z)=4/1—(z—2)%
Woéwczas
—(z—-2)

J1—(z—2)2
Zatem szukane pole jest réwne

3
_9)2
2-27r-/:v-J1+(x)dx.

/ 1—(z—2)?

Obliczamy je wykonujac podstawienie ¢t =z —2:

f'(@)=

/ (z—2)? / 2 ; 1
2-2-/-17d:4-/t2-1 dt:4-/t2- dt =
4 1 * +1—(a:—2)2 ! Wl( 2) g W1< 2 1—¢2

4 /lt ! !
=477 - .
kA V1—t2 V1—1t?

Poniewaz pierwsza catka w ostatniej sumie jest roéwna 0 jako catka z funkeji nieparzyste;j

po przedziale symetrycznym wzgledem zera, kontynuujemy obliczanie drugiej catki:
1

dt .

1
dt+87r-/
el

=8r - (arcsinl —arcsin(—1)) =8x - (7T — _7T> =872,

dt = & - arcsint
2 2

1
1
8%./7
J V1=

OdpowiedZ: Pole torusa jest réwne 8.

t=—1

Uwaga: Nieprzypadkowo pole torusa jest iloczynem dtugosci obracanego okregu przez
droge zakreslana przy obrocie przez srodek (czyli srodek ciezkosci) tego okregu (twier-
dzenie Pappusa-Guldina).

Punktacja:
10 punktéw - rozwiazanie poprawne (2 prace).
9 punktéw - rozwigzanie poprawne, ale brak wyjasnienia, dlaczego mnozymy catke
przez 2 (1 praca).
5 punktéw - poprawna catka, ale rachunki nie doprowadzone do konca (2 prace).
2 punkty - catka nie uwzglednia czynnika 2, rachunki nie doprowadzone do konca (3 pra-
ce).

Punktacja za cale kolokwium:

Liczba os6b piszacych kolokwium: 8.

Suma uzyskanych punktéw: 97.

Mnoznik kolokwium: 10 (zaokraglone 1000/97).
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