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KOLOKWIUM nr 60, 12.06.2017, godz. 8:15-11:00

Zadanie 09. (10 punktéw)
Obliczy¢ catke nieoznaczong /

x+\/_

Rozwigzanie:
Sposéb 1
Wykonuj@c podstawienie z =t% i formalnie dz = 9t® dt, otrzymujemy
/ /tsdt /t7dt /8t7dt (t8+1>—|—0 9, In (+%° +1) +C
x—i-\/_ 9+t t5+1 8 J 841 B '
Sposob 11
9t/8 dt

Wykonujac podstawienie z = t/® i formalnie dx = , otrzymujemy

t8dt

Punktacja:
10 punktéw - rozwiazanie poprawne (7 prace).
2 punkty - tylko podstawienie z =t (1 praca).
0 punktéw - brak istotnych krokéw w kierunku rozwiazania (1 praca).

Zadanie 10 (20 punktéw)
Dany jest taki szereg zbiezny Z a, o wyrazach dodatnich, ze

Powyzsza linijka zostala przeze mnie przypadkowo wykasowana w czasie przygotowywania zadan do druku. Bez
niej teza zadania jest falszywa. Jednak rozwiazujacy albo podswiadomie to zaltozenie sobie dopowiedzieli, albo

nie zauwazyli subtelnosci, ktére pojawiaja sie przy wyrazach dowolnego znaku.

S a, <8 oraz Y a)<64
n=1 n=1
Dowies¢, ze
Salk O
n=1
gdzie C' =16 (za 20 punktéw) lub C'=27 (za 10 punktéw).

Rozwigzanie:
Korzystajac z nierownosci miedzy srednia geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy

an—l—an—l—afl
=Y Yot < X

< ) _ 848464 80 _8I

1 o0
1 ) _0_ 8l
3 (z% tla +Z 3 33

oraz

00 00 >~ Y8a,-8a,-at = 8a, +8a, +a*
$ 2= S Yt = 57 L0 S 5 S Sy
n=1 n=1

= 4 S = 3-4
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1 > > X4 64464+64 192
=— (8> a,+8 > an+ > < = =16.
12 (8 ¢ +8 n:la +n:1an> 12 12 6

n=1

Punktacja:
20 punktdéw - rozwigzanie poprawne (4 prace).
0 punktéw - brak istotnych krokéw w kierunku rozwiazania (5 prac).

Zadanie T 1. (30 punktéw)
34

Obliczy¢ caltke oznaczona / g(x)dz, gdzie g jest funkcja odwrotna do funkcji f:R—R
2

okrelonej wzorem f(z)=1z"+z.

Rozwigzanie:
Rozwazmy obszary jak na rysunku 1, gdzie krzywa rozdzielajaca niebieskie i zielone pole
ma réwnanie z =1 +y, czyli y = g(z).
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Wowczas szukana catka ma warto$é rowng polu niebieskiego obszaru.
Pole obszaru zielonego jest roéwne

2 6 22
i Sy 64 1 1 21 3 24
/ywy 6 2 6 76 2 273773

y=1
Z kolei pole zamalowane obydwoma kolorami jest réwne

2:34—1-2=68—-2=66,
skad wynika, ze pole obszaru niebieskiego jest réwne 66 — 12 = 54.

OdpowiedZ
Dana calka ma wartosé¢ 54.

Punktacja:
30 punktdéw - rozwigzanie poprawne (5 prac).
0 punktdéw - brak istotnych krokéw w kierunku rozwigzania (4 prace).

Zadanie T 2. (40 punktow)
Wiadomo, ze

3 Smm:”;” dla  0<z<2r.
n

n=1
Przyjmujac, ze mozna beztrosko rézniczkowac i catkowa¢ wystepujace w rozwigzaniu

szeregi wyraz za wyrazem (co wynika z faktow wykraczajacych poza material prezento-
wany na wykladzie), wyprowadzi¢ wzor na

i COSNIT
2
n=1 n

0
W miar¢ mozliwosci nie korzystac¢ ze wzoru na - 7712 — wykorzystanie tego wzoru w roz-

n=1
wigzaniu obnizy punktacje. Jako wniosek z rozwigzania wyprowadzi¢ wzor na § %
n=1
Rozwigzanie:
Catkujac obustronnie dany szereg funkcyjny wyraz za wyrazem otrzymujemy
2
Cosnx x
_ Z / — T L,
4
skad
o0 2
cosnr x° TX
——=——-—+C dl O<z<2rm.
ngl o 1o T a T <27
Poniewaz ,
COSNT > “Fcosnz e
/Z dx:Z/ 5 de=> 0=0,
n=1y n n=1
dobieramy stata C' tak, aby zerem byta catka
2r o 3 2 |27 3 2 3
¢ T T’ T 8m°  w-drw 2m
———+C0der=———— 210 =——————421C =" — 7134 27C =
Ja TN T | T Ty Ty T Ty T

Kolokwium 60 -3- Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2 LUX, lato 2016/17

3

:—%+27r0.
Stad C'=n?%/6.
Ostatecznie ) )
Zcosm;fx —H—l-ﬂ— dla O<xz<2r.

n2 4 2 6
Zauwazmy, ze dla x =0 oraz dla x =27 prawa strona powyzszego wzoru daje te¢ sama
warto$é réwng 72 /6, co po uwzglednieniu réwnosci cos0 = cos2m = 1 prowadzi do

>~ 1 ﬂ2

n=1

—n® 6

Punktacja:
20 punktéw - dobra metoda na wyznaczenie C, ale w poarciu o sume % (1 praca).
n=1

10 punktéw - wzor z C'=0 (4 prace).
0 punktdéw - brak istotnych krokéw w kierunku rozwigzania (4 prace).

Zadanie 13 (50 punktow)
Obliczy¢ catke nieoznaczong /

84x
Rozwigzanie:
Sposob 1

Przepisanie funkcji podcatkowej w postaci

/ / 28 dx
8+ w1427

nasuwa pomyst podstawienia t =27 i formalnie dt = 7:56 dx, co prowadzi do

/% / 7——dt— “(In [t|=In [t+1))+C =
PN A 7 t+1 7

1 In |27 +1|

:?<ln ‘;(;7‘—111 ‘x7—|—1‘>+Czln|x|— - +C.

Sposob 11

dt
/7 i formalnie dz = ———, otrzymujemy

7t8/7’

dx dt 1
/:U8+x_ 7 STy s T T /t+1_“ et +0=

Wykonujac podstawienie z =1~

x?

7T +1

' +1

=-z ln ‘$_7+1‘+C——? -In o

e

‘ C_?h’l

Punktacja:
50 punktow - rozwiazanie poprawne (4 prace).
30 punktéw - dobra metoda, ale rozwiazanie z bledami (1 praca).
0 punktéw - brak istotnych krokéw w kierunku rozwiazania (4 prace).
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Zadanie T4 (100 punktéw)
Udowodni¢, ze suma szeregu

1+1 1 1 1+1 1 1+1+1 1 1+1+1 1 1+1+1
357911131517192123252729313335“"

w ktérym mianowniki to kolejne liczby nieparzyste, a na przemian wystepuja po dwa

. . . , T dx
wyrazy dodatnie i dwa ujemne, jest réwna calce .
) zt+1

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f dana w postaci szeregu potegowego
oo l.2n+1 X (_1)[71/2}

f@):; n+1

zbieznego w przedziale [—1,1] — na koncach tego przedziatu dodanie par kolejnych wy-
razéw tego samego znaku prowadzi do szeregu naprzemiennego, a wiec zbieznego. Od-
notujmy, ze f(0) =0, a f(1) jest suma szeregu danego w tresci zadania.

Poniewaz szereg potegowy mozna rozniczkowaé wyraz za wyrazem wewnatrz prze-
dziatu zbieznosci, otrzymujemy

00 00 1 T
/ _ 2n [n/2 4n —1)" 4n+2 B
) = 302 (1) = 5t (1) 35 (1) =

2

dla z e (-1, 1).
Wobec tego szukana suma szeregu jest réwna (po podstawieniu ¢t =1/z):
1 1 2 1

, 1 x 1 Foa?
f<1>:f<1>—f<o>=/f<x>dx:0/$4+1+$4+1dx:/mdx+o/x4+ldxz

1 1 —92 _dt 1 o] d
_b/x4+1dx+lt—i+1 12 _0/ +/t4 0/x4j—1‘

Punktacja:
25 punktéw - dobra metoda na obliczenie catki (1 praca).
0 punktéw - brak istotnych krokéw w kierunku rozwiazania (8 prac).
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