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Zadanie 81 . (20 punktow)
Skonstruowa¢ funkcje rozniczkowalna f:R — R spelniajaca warunki

f4)y=4,  f(36)=36 oraz  f(z)=(f(z))® dla z€R.

Rozwigzanie:
Zajmijmy sie najpierw warunkiem

fla)=(f'())* (1)
i sprobujmy znalezé funkcje, by¢ moze okreslone na przedziale mniejszym niz R, ktére go
spelniaja. Poniewaz prawa strona réwnania (1) jest nieujemna, funkcje takie nie moga
przyjmowaé wartosci ujemnych.
Przede wszystkim zauwazmy, ze funkcja stala réwna 0 spelnia warunek (1).
Jezeli funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie, to mozemy przepisa¢ warunek (1) w po-

staci
f'(z)
f(z)

Calkujac stronami réwnanie (2) otrzymujemy kolejno:
"(z)d

/f (z) x:i/dm,
VI (@)

2/ f(z) =£(x+C),

)= L ®)

Bezposrednio sprawdzamy, ze funkcja f okreslona wzorem (3) spelnia warunek (1) po-
mimo tego, ze w wyprowadzeniu wzoru (3) zaktadaliSmy dodatniosé funkeji f, co tutaj
nie jest prawda dla x =—C.

Ide¢ obserwacji kluczowej dla przeprowadzanej konstrukcji najlepiej zobrazowaé geo-
metrycznie. Ot6z wykresem funkeji f zdefiniowanej wzorem (3) jest parabola o wierz-
chotku znajdujacym sie na osi OX, a dokladniej w punkcie (—C,0). W tymze punkcie
zachodza réwnosci f(—C) = f'(—C) =0, takie same jak dla funkcji statej rownej 0. Mo-
zemy wiec rozcia¢ parabole w wierzchotku, rozsunaé¢ na boki jej ramiona i potaczy¢ je
odcinkiem lezacym na osi OX. W jezyku funkcji sprowadza si¢ to do przyjecia

=1, (2)

e+C) dla z€(—o00, —C)
flx)= 0 dla ze[-C, =D] (4)
(xZD)Q dla ze€(—D,+00)

Zauwazmy, ze wartosci tak okreslonej funkcji f oraz jej pochodne jednostronne w punk-
tach —C'i —D sa réwne 0, skad wynika, ze gdy tylko —C' < —D, wzor (4) okresla funkcje
rézniczkowalna na catej prostej speliajaca réwnanie (1).
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W celu doboru odpowiednich statych C'i D rozwiagzujemy réwnania

4 2
( +4C) =4, 44+C<0
oraz 36 D2
(Z)—36, 36+ D >0,

ktore prowadzg do
C=-8 oraz D=-24.

Ostatecznie otrzymujemy

(z—8)° dla z€(—00,8)
f(z)= 0 dla z €8, 24]
@7424)2 dla x€ (24, +00)

Punktacja:
20 punktdéw - rozwigzanie poprawne (2 prace).
2

4 punkty - znaleziona funkcja % +Cx+C? (2 prace).

2
2 punkty - znaleziona funkcja :cz (2 prace).
0 punktdéw - brak istotnych krokéw w kierunku rozwigzania (2 prace).
Liczba 0s6b piszacych kolokwium: 8.
Suma uzyskanych punktow: 52.
Mnoznik kolokwium: 19 (zaokraglone 1000/52).
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