Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2 LUX de LUX, lato 2016/17

KOLOKWIUM nr 8D, 4.04.2017, godz. 12:15-13:00

Zadanie 89D . (20 punktow)
Udowodnié nieréwnosé
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Rozwigzanie:
Niech

f(x) = V4az?+ 322 +22+16

oznacza funkcje podcatkowa. Zauwazmy, ze f(0)=4, f(1)=>5 oraz f(2)=8. Zauwazmy,
ze funkcja g(z) = z*+4 osiaga w punktach 0, 11 2 te same wartosci, co f. Udowodnimy,
ze dla kazdego z € [0, 2] zachodzi nier6wnosé f(z) > g(z), przy czym réwno$é ma miejsce
tylko dla x =0,1,2.
Przeksztatcamy dowodzong nierownosé¢ do postaci rownowaznych, przy czym réwno-
waznos$¢ musi mie¢ miejsce dla x € [0, 2].
VAar3 4322+ 20 +16 > 2> +4,

4a® 4302 +22+16 > 2* + 822 + 16,

0>t — 423+ 522 -2z,
O>x-(:p3—4x2+5x—2>, (%)
0>z (z—1)- (2" —3z+2)

0>z (r—1)%(z-2),

co jest prawda dla kazdego x € [0, 2].
(%) Zauwazamy, ze 1 jest pierwiastkiem wielomianu w nawiasie.

Wobec tego mozemy dokonczy¢ rozwigzanie zadania:
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Uwagi:

Trzeba wyraznie podkresli¢, ze proba szacowania funkcji przez funkcje liniowa o war-
tosciach zgodnych na koncach przedziatu (czyli rozwazanie cieciwy) jest na ogét dobrym
pomystem — co prawda takie szacowanie moze by¢ za grube, ale udaje sie zawsze, gdy
funkcja nie zmienia swojej wypuktosci na rozwazanym przedziale (a jak zmienia, to tez
jeszcze ma szanse sie udac). Z kolei wpasowanie funkcji kwadratowej do wartosci funkcji
podcatkowej na koncach i w srodku przedziatu catkowania daje nadzieje na duzo lepsze
przyblizenie niz w przypadku funkcji liniowej. Jednak w przypadku punktu z, lezace-
go wewnatrz przedziatu catkowania, rownos¢ f(zg) =g (x¢) na ogdl oznacza, ze réznica
f(z)—g(x) zmienia znak w punkcie z¢ i zadne z oszacowan f(x)> g(x) ani f(x) < g(x)
nie jest prawdziwe jednoczesnie po obu stronach punktu xg. W tym zadaniu funkcja
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podcatkowa zostata tak dobrana, aby mimo wszystko takie szacowanie si¢ udato, tzn.
aby réznica f(z)— g(z) nie zmieniata znaku w punkcie 1.

Wartos$¢ szacowanej catki jest w przyblizeniu réwna 10,69266 przy wymaganym osza-
cowaniu 10,6666... Oznacza to, ze w rozwigzaniu nie mozemy sobie pozwoli¢ na zbyt
grube oszacowania. Na rysunku 1 przedstawiony jest wykres funkcji f (czarny) wraz
z wykresem funkcji g (czerwony) uzytej do oszacowania calki.

Punktacja:
20 punktdéw - rozwigzanie poprawne (1 praca).
0 punktéw - brak istotnych krokéw w kierunku rozwiazania (6 prac).
Liczba 0s6b piszacych kolokwium: 7.
Suma uzyskanych punktow: 20.
Mnoznik kolokwium: 50 (1000/20).
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