Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2016/17

KOLOKWIUM nr 8, 25.04.2017, godz. 12:15-13:20

Zadanie 14. (10 punktéw)
Obliczy¢ granice
2n k'3
li —_
nl—{gokzz:l 5k4 + n
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

2n k’3 1 2n (k/n)

,§5k4+n4:5'zm n Zf( )

k=1

1’3

gdzie f(z)= PR

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggla, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciaggowi podziatéw przedziatu catkowania na przedziaty rownej dtugosci daza
do caltki oznaczone;j:

2 2
Ji%n];f<> /f dfﬂ‘/w 10/

2

In (5z*+1)
20

_ln81—ln1 _4ln3_ln3

20 20 57

=0
gdzie po drodze skorzystaliémy ze wzoru

9@ (e
@ dr=1In|g(z)|+C.

Otrzymujemy wiec
2n 3
k In3
lim =
"_’001;::1 bkt4nt 5
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Zadanie 19 . (10 punktéw)

Szereg Z a, jest zbiezny, jego suma jest rowna 7, a jego pierwszy wyraz jest rowny 2.

n=1

Udowodni¢, ze szereg Z (5an — 5a"+1) jest zbiezny i wyznaczy¢ jego sume.
n=1

Rozwigzanie:
o0

Poniewaz szereg » _ a,, jest zbiezny, ciag jego wyrazow (a,,) jest zbiezny do zera, a w kon-
n=1
sekwencji
lim 5" =5"=1.

Zauwazmy, ze sumy czesciowe szeregu danego w tezie zadania dajg sie zapisa¢ naste-
pujacym wzorem:

N
Z 5an 5an+1 = 5% _5ON+1 — 52 _ FON+1 — Q5 _ §AN+1

Wobec tego
N
an an+1 — an _ FOn+1) _— 13 __RAN+1) — 1 =
;5 -5 ngréongl@ 5nit) = lim (25—5")=25-1=24.

Odpowiedz: Szereg dany w tezie zadania ma sume 24.

Uwaga: Informacja o sumie szeregu Zan jest zbedna — powodem jej umieszczenia
n=1
sa wzgledy pozamatematyczne.
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)

[e.o]

Obliczy¢ warto$¢ catki niewtasciwej / 436 1 dx lub wykazaé, ze calka ta jest rozbiezna.
‘/L‘ —_—
2
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéow prostych:
x x A B Cx+D

Pl D@t (@) a1 rrl 21
r=A-(z+1) (2 +1)+ B-(w—1)- (2> +1) +(Cz+D)- (+*~ 1) ,

9

r=Ar*+ Az’ + Av+ A+ Ba® — Ba*+ Bx— B+Cx®*—Cx+Dax*— D,

0 = A+B+C
0 = A-B+D
1 = A+B-C
0 = A-B-D

Konfrontacja rownan drugiego i czwartego daje D =0, natomiast odjecie stronami réw-
nan pierwszego i trzeciego prowadzi do C'=—1/2. Uwzglednienie tych wartosci pozosta-
wia rownania

1/2 = A+B
0 = A-B

Stad tatwo otrzymujemy A= B=1/4.

Wobec tego
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,

Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma wartosé

1 1 T o

dr, / dz, /—d
/x—1 v er1 21
2 2 2
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sg rozbiezne, a granice
Injz—1 1 1 In (2241
tag Iy IRy L)

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej do
nieoznaczonosci 0o — 0o.

Odpowiednie poradzenie sobie z przejsciem granicznym jest klu-
czowq czeseig zadania. Bez tego elementu, nawet przy poprawnym
wyniku liczbowym, zadanie nie moze zostaé uznane za rozZwiaza-
ne (a wiec ocena czesciowa musi by¢ mniejsza od 50%, czyli

od 5 punktow).
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