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Zadania na ¢wiczenia w srode 14.06.2017 (grupy 2-4).

Kryteria zbieznosci szeregéw o wyrazach zespolonych
Warunek konieczny zbieznosci
Jezeli z, nie dazy do 0, to szereg %o: z, jest rozbiezny.
ZbieiTIL’l_(iéC’ bezwzgledna
Jezeli § |2n] < 00, to szereg gélzn jest zbiezny.
"~ Kryterium d’ ;‘L:lemberta i kryterium Cauchy’ego

Jezeli hm z”“

<1, to szereg Z Z, jest zbiezny.

Jezeli hm Zntl
TL

> 1, to szereg E 2z, jest rozbiezny, a co wiecej lim |z,| = +oc.
n=1 n—00
[e.°]
Jezeli lim § |zn| <1, to szereg Y z, jest zbiezny.
- n=1

Jezeli lim { |2n] > 1, to szereg ioj 2, jest rozbiezny, a co wiecej 7}1_{2012"’ = +00.
Uogdlnienie kryt(:r:iilm o szeregach naprzemiennych
Jezeli ciag (a,,) jest zbieznym do zera nierosnacym ciagiem liczb rzeczywistych dodat-
nich, to dla dowolnej takiej liczby zespolonej z, ze |z| =1 oraz z # 1, szereg ioj a,z" jest
zbiezny. "
Powyzsze jest prawda takze dla |z| <1, ale wéwcezas na ogét stosujemy inne kryteria.
Inne kryteria

Jezeli szeregi Z Zp 1 Z Yn S8 zbiezne, to szeregi Z (2, £ yn) sa zbiezne i woéwczas
n=1 n=1

[e.e]

Z(zniyn):ZzniZyn.

Jezeli szereg Z zn jest zbiezny, a szereg Z Yn jest rozbiezny, to szeregi E (znE£Yn)
n=1 n=1
sg rozbiezne.

Dla dowolnej liczby zespolonej ¢ # 0 szereg ioj cz, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=1

o
gdy zbiezny jest szereg > z,. Jesli oba szeregi sa zbiezne, to

n=1
00 00
Z CZp — CZ Zn -
n=1 n=1

Zbieznos¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominiecia skonczenie wielu poczatkowych
WYTazOow.

Szereg Y z, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne sg jednoczesnie szeregi
n=1

> Rez, oraz Y Imz,. Jesli podane szeregi sa zbiezne, to
n=1 n=1
Zzn ZRezn+zZImzn.
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Obszar zbieznosci szeregu potegowego jest kotem o srodku w zerze i promieniu
R €[0,+00], zwanym promieniem zbieznosci szeregu. Przy R =0 koto zbieznosci degene-
ruje sie do punktu 0, przy R = +o00 obszarem zbieznosci jest cata plaszczyzna zespolona.
Na okregu bedacym brzegiem kota zbieznosci szereg potegowy moze by¢ zbiezny w cze-
sci punktéw, a w czesci rozbiezny.

467. Ciag (z,) o wyrazach zespolonych dany jest wzorem:
Zn=Vn?+ni—n.
Wyjaséni¢, dlaczego powyzsza definicja nie jest jednoznaczna i zaproponowaé mozliwe
sposoby jej doprecyzowania. Wybra¢ taki sposéb jej doprecyzowania, aby podany ciag
byt zbiezny i obliczy¢ jego granice.

468. To samo dla ciagu zespolonego danego wzorem:

=vn2+2ni+n.

Zbadaé zbieznos¢ zespolonych szeregéw liczbowych:

n-+1
469. 470. 471. 472.
Zn2+m+1 Zn3—|—z Zn2—|—z Zn2+z
473. Obliczy¢ sume szeregu geometrycznego
> 1

nz::l (1+4)n
Naszkicowac na ptaszczyznie zespolonej kilka jego poczatkowych sum czesciowych.
Zapisa¢ szeregi (o wyrazach rzeczywistych) czesci rzeczywistych i urojonych jego wy-
razow. Podaé sumy tych szeregéw (z jednej strony uzyskaé je z sumy danego szeregu
zespolonego, a z drugiej strony wyliczy¢ bezposrednio).

Wyznaczy¢ obszary zbieznosci zespolonych szeregow pot@gowych'
474. 3 272" 475. ) n2" 476. 3 nl" 477, Z

o0 Z6n
478. ;7

479. Przypomnieé¢ sobie rozwiniecie funkcji rzeczywistej arctg w szereg potegowy
(wokét zera). Zinterpretowaé ten szereg jako zespolony szereg potegowy i wyznaczy¢
jego obszar zbieznosci.

480. Rozwazamy zespolony szereg potegowy

00 Zn~3"

Wyznaczy¢ promien zbieznosci tego szeregu.

Rozstrzygnaé zbieznoéé szeregu w punktach z = e*™/3"  gdzie m € N oraz 0 < k < 2-3™.
Przyjrze¢ si¢ dokladnie przypadkom (m, k)= (5,1) oraz (m, k)= (5, 2) zaznaczajac

osiem poczatkowych (niezerowych) wyrazéw szeregu na plaszczyznie zespolone;.
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