Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2016/17

Zadania na $rody 10,17.05.2017 (grupy 2-4).
Nie wszystkie zadania bedg szczegdlowo rozwiazane.
Nalezy umieé¢ wskazaé¢ zadania, ktore sprawily najwiecej probleméw.

Jednostajna zbieznos¢ ciaggow i szeregéw funkcyjnych.

Normag supremum funkcji f nazywamy liczbe
1f]l = sup [f(z)].
xEDf

Definicja zbieznosci jednostajnej ciggu funkcyjnego:
Ciag funkcji (f,,) okreslonych na wspélnej dziedzinie nazywamy zbieznym jednostaj-
nie do funkcji f okreslonej na tej samej dziedzinie, co zapisujemy jako f, = f, jezeli

T [|f— 1| =0.

Jezeli ciag (f,,) funkcji ciaglych jest zbiezny jednostajnie do funkcji f, to f jest funkcja
ciagla.

Jezeli ciag (f,) funkcji majacych ciagte pochodne jest zbiezny jednostajnie do funk-

cji f, a ciag pochodnych (f]) jest zbiezny jednostajnie do funkcji g, to funkcja f jest
rézniczkowalna i przy tym f'=g.
Szereg funkcyjny > f,, o wyrazach bedacych funkcjami okreslonymi na wspolnej dzie-
n=1
dzinie, nazywamy zbieznym jednostajnie, jezeli ciag sum czeSciowych (.S,) okreslony
wzorem

Sn:ka
k=1

jest zbiezny jednostajnie. Tak jak w przypadku szeregéw liczbowych, granice ciggu sum
czesciowych nazywamy sumg szeregu.

Jezeli Y || full < 400, to szereg funkeyjny 3 f, jest zbiezny jednostajnie.
n=1 n=1
Jezeli || fn]| 4 0, to szereg funkcyjny Y~ f, nie jest zbiezny jednostajnie.
n=1

Jezeli szereg funkcyjny - f, o wyrazach bedacych funkcjami cigglymi, jest zbiezny
n=1
jednostajnie, to jego suma jest funkcja ciagta.

Jezeli wyrazy jednostajnie zbieznego szeregu funkcyjnego > f,, maja ciagte pochod-
n=1

[e.e] [e.e]
ne, a szereg > f! tez jest zbiezny jednostajnie, to suma szeregu . f, jest funkcja
n=1 n=1

rozniczkowalng oraz
) / L)
n=1 n=1
Analogicznie w przypadku pochodnych wyzszych rzedéw.
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Obliczy¢ norme supremum funkcji f zdefiniowanej podanym wzorem na podanej dzie-
dzinie.

349. f(1)=——, Dy=R 350. (1) =, D;=R
351. f(z)=2% D;=(-1,2) 52. f(x) =2 D;=(—4,3)
353. f(x)= ctgm Dy=R 354. f( ) =arctgsinz, Dy=R
355. f(z)=sinz+cosz, Dy=R 356. f(v)=2"—xz, Dy=(-1,1)
357. Dowies¢, ze szereg
>, sinnz
nz::ln2+1

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja ciggtla.

358. Dowies¢, ze szereg

i sinnx
—nd+l
jest zbiezny, a jego suma jest funkcja rézniczkowalng i ma ciggta pochodng.
359. Dowies¢, ze szereg
i sin2"x
— 3 2
= )

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja pieciokrotnie rézniczkowalng i ma ciggte pochodne
do rzedu piatego wtacznie.

360. Dowies¢, ze szereg

i sinnx
DALE
jest zbiezny, a jego suma jest funkcja majaca ciagte pochodne wszystkich rzedow.
Szeregi Fouriera
Szeregiem Fouriera funkcji f:R — R o okresie 27, catkowalnej na przedziale dtugo-

Sci 27, nazywamy szereg
o0

ap+ Z (ancosnx+b,sinnz) ,
n=1
gdzie
1 A+2m 1 A+2m 1 A+27
ao=7 A/ f(x)da, n=— Z f(z)cosnx dx, bn:; / f(z)sinnz dz .

Powyzsze calki nie zaleza od wyboru dolnej granicy przedzialu catkowania.

Jezeli ponadto funkcja f jest przedzialami monotoniczna oraz dla kazdej liczby rze-
czywistej x zachodzi réwnosé

oy = L)1)

to f jest (punktowo) suma swojego szeregu Fouriera.
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Ré6wnosé Parsevala:
A4+27

/ f(z)?dx= 27m(2)~|—7r§: (afﬂ—bfl)

A n=1

Wyznaczy¢ szereg Fouriera funkcji

361. f(z)=x dla z € (—m,) 362. f(z)=|z| dla z € (—5,%)
363. f(x)=2%dla z € (—m,) 364. f(x)=2?dla z € (0,27)
365. f(z)=1* dlaxe(—g,%ﬂ) 366. f(r)=¢e" dla x € (—m,m)
367. f(z)=|sinz| dla z € (0,2) 368. f(r)=cll dla x € (—m,7)
sinz dla z € (0, 7r)

369. f(z)=sin3z dla z € (0,2m) 370. f(z)= {cosx dla z€ (r.27)
_[2* dla z€(0,m) (-1 dla O<z<m/2

371 fm_{ 0 dla xe(r2n) 372. f@)_{ | dla 7/2<z<27

> 1
373. Obliczy¢ )  ——— stosujac wzor Parsevala do f(x)=e” na (0,27) oraz wsta-
n=1"

+1
wiajac x =0 do szeregu Fouriera tej funkcji. Poréwnaé¢ obydwa wyniki.

e}

374. Obliczy¢ Z

n=1

wzorem f(x) = cos(rv/2) na (0,27) .

) wstawiajac £ =0 do szeregu Fouriera funkcji f okreslonej
n —

=1
375. Obliczy¢ » - — uzywajac f(z) = x(m —|z]) na (—m,m).
n

n=1

W kolejnych czterech zadaniach zaktadamy, ze funkcja f jest na tyle regularna, ze
nie ma problemu z obliczeniem wspotczynnikéw jej szeregu Fouriera, a przy tym f jest
suma swojego szeregu Fouriera.

376. Dowies¢, ze jesli f jest funkcja okresowa o okresie 27 /3, to w jej szeregu Fouriera
a, =b, =0 dla n niepodzielnych przez 3.

s
377. Dowiesé, ze jesli f jest funkcja okresowa o okresie BL to w jej szeregu Fouriera
a, =0, =0 dla n niepodzielnych przez 4.
s
378. Dowiesé, ze jedli f jest funkcjg okresowg o okresie T to w jej szeregu Fouriera
a, =b, =0 dla n niepodzielnych przez 5.

379. Dana jest funkcja f:R — R okresowa o okresie 27. Dowiesé, ze f spelnia dla
kazdego = € R réwnosé

wtedy 1 ty1ko Wtedy, SAY ..o
<<< poda¢ warunek w jezyku wspotczynnikow szeregu Fouriera funkeji f >>>
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