Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2017/18

Egzamin, 8.02.2018, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 11.1-11.10 podaj w postaci uproszczonej kresy zbioru oraz napisz,
czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE, ewentualnie T albo N).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = oco.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynalezno$é¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezbtednie oba kresy, ale nie okreslisz poprawnie
ich przynaleznosci do zbioru, otrzymasz 0,5 punktu.

Za pozostale zadania nie otrzymasz punktow.

Laczna liczba punktéw zostanie zaokraglona w goére do liczby catkowite;j.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

11.1. A= {x4: z e (-2, 1)} Ocena .......

infA=0 sup A=16

Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru A NIE

11.2. B= {x5: x € (-2, 1)} Ocena .......

inf B=—32 supB=1

Czy kres dolny nalezy do zbioru B NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru B NIE

11.3. C:{ : nGN} Ocena .......

n?—26"

infC=-1 supC'=1/10
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru C TAK

11.4. D:{ : neN} Ocena .......

n3 —26

infD=-1/18 supD=1

Czy kres dolny nalezy do zbioru D TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru D TAK
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11.5. E:{<2—\/§>n: neN} Ocena .......

infE=0 supF=2—1+/3

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru £ TAK

11.6. F:{(Z—\/E)n: neN} Ocena .......
2
infF=2—+/5 susz(Z—ﬁ) =9—-4v5
Czy kres dolny nalezy do zbioru FF TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru FF TAK
11.7. G:{@: m,n€N A 25n2<m2<27n2} Ocena .......
n
infG=5 supG=v27=3v3

Czy kres dolny nalezy do zbioru G TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru G NIE

11.8. H:{ﬂ: m,n €N A 25n° <m3<27n3} Ocena .......
n
inf H = v/25 supH=3

Czy kres dolny nalezy do zbioru H NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru H TAK

11.9. 1:{@ m,neN A 25"<3m<27"} Ocena ......
n

inf I =logs25 = 2logsb supl/ =3

Czy kres dolny nalezy do zbioru I NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru I TAK

11.10. J:{m: m,neN A 25"<5m<27"} Ocena .......
n

infJ=2 sup J =1logg27 = 3logs3

Czy kres dolny nalezy do zbioru J TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru J NIE
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)

Dowies¢, ze liczba logsy, 3000 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba logs,, 3000 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Woéwcezas otrzymujemy kolejno

m
logsy0 3000 = —
08300 n
300™/™ = 3000,
300™ = 3000™ . (1)
Wykazemy, ze powyzsze rOwnanie nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
22m_3m‘52m:23n‘3n‘53n ] (2)

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

2m = 3n
m = n (3)
2m = 3n

Jednak uktad rownan (3) nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz dla
takiego rozwigzania mieliby$my
2m=3n>2n="2m,
czyli 2m > 2m, co nie moze by¢ prawda.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie

rzeczywiste m =n =0 nie jest rozwiazaniem w liczbach naturalnych.
Doszlismy wiec do sprzecznodci z zatozeniem, ze liczba loggy, 3000 jest wymierna.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze liczba logs,, 3000 jest niewymierna.

Punktacja standardowych rozwigzan:
e dojscie do réwnania (1) — 2 punkty
e dojscie do réwnania (2) — 2 punkty
e powotanie si¢ na twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki
pierwsze — 1 punkt
e dojscie do uktadu réwnan (3) — 2 punkty
e wykazanie, ze ukltad (3) nie ma rozwiazan — 2 punkty
e poprawno$¢ i przejrzystosé ogélnej redakeji rozwigzania — 1 punkt

e niepoprawne rozwiazania oparte o réwnos¢ 102™-3m=10%"-3" (bez rozktadu na czynniki
pierwsze) moga uzyska¢ maksymalnie 3 punkty za cale rozwiazanie
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Zadanie 1 3. (10 punktéw)
Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
catkowitej dodatniej n zachodza nierownosci
o V36n+28 —/36n+13 o
V2507525 11

Rozwigzanie:
Stosujac dwukrotnie (raz na poziomie licznika i raz na poziomie mianownika) wzoér na
roznice kwadratéw w postaci

a? —b?
=
¢ a+b
prawdziwy w przypadku a+ b+ 0, otrzymujemy
V36n128—/36n+13  15-(v/25n+75+/25n+11)
V25n+75—+/25n+11  64- <\/36n+28+\/36n+13) '

Y

Szacowanie od dotu (licznika od dotu i mianownika od géry) prowadzi do:
15- (V25n+ 75+ /25n+11) _ 15 (V25n+0+/25n+0)
64- (v/36n+28+/36n+13) ~ 64-(/36n+28n+/36n+13n)

15-10-/m 150 _ 5 _, )

64 (VBAn+V40n)  64-15-\/n 32

Szacowanie od gory (licznika od géry i mianownika od dotu) prowadzi do:
15-(v/25n+75++/25n+11) _15 (V25n+T75n+/25n+11n)
64- (v/36n+28+/36n+13)  64-(\/36n+0+/36n+0)

_15-(\/100n+\/36n)_15.16.\/5_3_20 ©)
B 64-12-\/n S 64-12-y/n 16 T

Zatem udowodnilisSmy podane w tresci zadania oszacowania ze stata C'=5/32.

Punktacja standardowych rozwigzan:
e dojscie do wyrazenia (4) — 3 punkty
e oszacowanie (5) — 3 punkty
e oszacowanie (6) — 3 punkty
e wskazanie stalej C' (pod warunkiem poprawnosci obu oszacowan) — 1 punkt
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Zadanie 14 (10 punktéw)

Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

[e.9] oo
> a,=4  oraz S a2 =8.
n=1 n=1

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zalézmy, ze a, = cq™ !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wéwezas

[e.e] o0 e cC
doan=)_ cq 1:17 (7)
n=1 n=1 —q
oraz
00 9 o) ) g\ n—1 C2
Yan=> () =1 (8)
n=1 n=1 —q
co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
1 R
—q
2 (9)
= 8 ,
1—¢?
czyli
¢ = 4l-gq)
A = 8(1—¢*).
Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy
c=2+2q,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania daje kolejno
242q=4—-4q,
6g=2,
1
q_ 3 )
skad
24+2q=2+ 2_8
CcC= _= _= —,
177373
Otrzymane rozwiazanie ¢ =1/3, ¢c=8/3 prowadzi do
an=cq" ' = 8
n=cq a3
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
o 8
n=1 3" '

Punktacja standardowych rozwigzan:
e dojscie do wzoréw (7) i (8) — 14+2=3 punkty
e zapisanie uktadu réwnan (9) — 1 punkt
e rozwigzanie uktadu réwnan (9) - 5 punktéw
e zapisanie przyktadu (wzér szeregu lub jego wyrazu ogblnego) — 1 punkt
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Zadanie 19 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

2x_2x 1
S dla z#£0

fa)={ e—1-z
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:

Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy

f(h)—f(())_hm%—fl e —2¢h 41— Aeh+ A+ Ah

/ T Y
f<0)—}17,1£>12) h h—0 h _;llli% hel — h— 2 - (10)

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
zastosowac regute de I’Hospitala.

0

o, ozemy wiec

2e2h — el — Aeh 4 A
£(0) = lim iy (11)
h—0 eht+helh—1—2h
Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nicoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’'Hospitala.

4e2h —2eh — Aeh

/ T
FO) = = o hei—2 (12)

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma postac¢ nieoznaczong % dla A=2. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de I’Hospitala.
8e —4eh 4

"0)=lim —————=—. 13

J10) h—0 3eh+heh 3 (13)

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A =2 i woéwczas f'(0) =4/3.

Punktacja standardowych rozwigzan:
e dojscie do (10) — 2 punkty
e dojscie do (11) — 2 punkty
e dojscie do (12) — 2 punkty
e wskazanie wartoéci A — 2 punkty
e dojscie do (13) — 2 punkty
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)
Obliczy¢ granice

hm( Vn? Vn2+2 VnZ+4 VnZ+6 Vn2+38

=\ (n4+2)°  (n+2°+1 (n+2)°4+2 (n+2)°+3 (n+2)°+4
7\/n2—|—2k+ +\/(n+A)2—6+\/(n+A)2—4+\/(n+A)2—2+\/(n+A)2>
(n+2°+k  (w+B)*-3  (n+B)*-2 (n+B)’-1  (n+B)’

dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 2, aby zadanie mialo sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Jnr AR i aAnt A [ty 2. 2t )

(n+B)>  n?+2Bn+B?  n’+4n+4+2(B-2)n+B2—4

2
/ng + 2. 2An2+A

(n+2)242(B—2)n+ B%2—4’

cata suma przybiera postac

No /23 2k (14)
im0 (n+2)*+k’

gdzie
B 2An+ A2
2
i w konsekwencji ma N(n)+ 1 sktadnikéw. Aby zadanie mialo sens, dla kazdego n obie
wartosci N(n) okreslone réwnaniami (15) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe roéwnanie (15) byto spelnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2An+A*=2-(2(B—2)n+ B’ —4) ,

2An+A? =4(B—2)n+2B*-8. (16)

N(n) =2(B-2)n+B*—4, (15)

Aby réwnosé (16) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:
2A = 4(B-2)
A? = 2B%*-8

{A — 2(B-2)

A2 — 2B—2)(B+2) (17)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (17) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zatozonymi
nieréwnosciami A>0 i B> 2 obie strony sa dodatnie, a wiec rézne od zera) otrzymujemy
A= B+2, co po podstawieniu do rownania pierwszego daje

B+2=92B—4,
skad B=61 A=8. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (15) otrzymujemy
N(n)=8n+32.

Egzamin 8.02.2018 -7 - Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2017/18

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 8n+ 33 sktadniki.

Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (14) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

Vn2 8432\ /2 1ok (n+8)?
— < ——a—— < (8n+33) (1,
(n+6) im0 (n+2)"+k (n+2)

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.
Otrzymujemy

(8n+33)-

a). VP (8n433)m 84
(8n+33) (n+6)2  (n+6)2 _(1+%)2

— 8

oraz
(n+87 _ (8n+33)-(n+8) _(8+%)-(1+3)
(8n+33)- = = . 8.
(n+2)2 (n+2)2 (Hz)
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rOwna 8.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=8, B=06 i wowczas dana w zadaniu granica
jest rowna 8.

Punktacja standardowych rozwigzan:
e dojscie do réwnania (15) — 3 punkty
e wyznaczenie A i B — 2 punkty
e oszacowania i wyliczenie granicy na podstawie twierdzenia o trzech ciagach — 5 punk-
tow

e za btedng liczbe sktadnikéw sumy odejmujemy:
1 punkt — gdy podano liczbe sktadnikow 8n+ 32
co najmniej 2 punkty — gdy podano inng btedna liczbe sktadnikéw
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Zadanie 21 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
flx) =20+ Vat—9822+ T4
na przedziale [—11, 9] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosei sa osiggane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

f(x) =22+ Vot — 9822 + 74 =22 +1/ (22 — 49)* = 2£C+‘$2—49 : (18)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
2v+12—49 dla ze[-11, =7]U[T7, 9]
(z) = (19)
20 —22+49 dla ze(-7,7)

W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—11, 9] jest dana wzorem

242z dla ze(—11, =T)U(7,9)

f/(m)_{ 292z dla ze(=7,7) (20)

W punktach 4+7 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygacé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (=11, =7)U(7, 9) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 2422 =0,
co ma rozwiazanie x = —1, ktére nie nalezy do rozwazanego zbioru (—11, =7)U(7, 9).

2° W przypadku x € (=7, 7) réwnanie f'(x)=0 sprowadza sie do 2—2z =0, co ma
rozwigzanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (=7, 7).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —111 9,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —7 1 7.

f(=11)=50,

f(=T)=—14,
f(1)=50,
f(1)=14,
f(9)=50

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
na —14 w punkcie —7, a wartos$¢ najwieksza réwna 50 w punktach —11, 11 9.

Punktacja standardowych rozwigzan:
e dojscie do wzoru (18) — 1 punkt
e dojscie do wzoru (19) — 1 punkt
e dojscie do wzoru (20) — 1 punkt
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e wyznaczenie punktu —1 i stwierdzenie, ze nie jest on miejscem zerowym pochodnej —
1 punkt

e stwierdzenie, ze 1 jest miejscem zerowym pochodnej — 1 punkt

e wskazanie pieciu punktéw, w ktérych nalezy poréwnaé wartosci funkcji — 4 punkty
e wyliczenie i poréwnanie wartos$ci funkeji w pieciu punktach oraz sformutowanie odpo-
wiedzi — 1 punkt

e za brak swiadomosci, ze Va2 = |z|, a nie Va2 =x — catkowita dyskwalifikacja rozwia-
zania, czyli 0 punktow za cale rozwigzanie

e za brak $wiadomosci, ze nalezy sprawdzi¢ wartosci funkcji w punktach podejrza-
nych o nier6ézniczkowalnosé — cze$ciowa dyskwalifikacja rozwigzania, czyli maksymalnie
3 punkty za calte rozwiazanie (3 punkty tylko przy zalozeniu poprawnosci pozostaltych
elementéw rozwiazania)

e za brak swiadomosci, ze nalezy sprawdzi¢ wartosci funkcji na koricach przedziatu — cze-
sciowa dyskwalifikacja rozwigzania, czyli maksymalnie 3 punkty za cale rozwigzanie
(3 punkty tylko przy zalozeniu poprawnosci pozostalych elementéw rozwiazania)
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Zadanic 22 (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

2n S 22n—1
nl|” n'
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =1 mamy

oraz

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé¢ 2 > 2, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

B

Wykazemy, ze woéwczas zachodzi nieréwnoscé

2n+1
2n+2 S 2 ‘ (22)
n+1 vn+1

Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (21) mozna zapisaé jako

(2n> _ (2n)!
n) nl-nl’

Przeksztatcajac lewa strone nieréwnosci (22) i korzystajac z zalozenia indukeyjnego (21)

otrzymujemy
I 2n+2\  (2n+2)!  (2n)! 2n+1)-(2n+2)  (2n)! 2-(2n+1) -
S \n+l ) D+ nlnl (n+1)-(n+1)  nlen! ngl T
2n—1 . 2n+1
>2 2 (2n+1)> 2 _p,
Vn n+1 vn+1
o ile udowodnimy, ze
22n—1 2.(2 1 22n+1
(2n+ >> (23)

vn o+l T Vmrl
Nieréwnos¢ (23) jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
2n+1

B E——
vnv/n+1~
n+1>2-v/n-vn+1,

2n+1)*>4-n-(n+1),

2,
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An?4+4n+1>4n+4n,
120,

a zatem nieréwnos¢ (23) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Tym samym udowodniliSmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (21)
wynika nieréwnosé (22).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

Punktacja standardowych rozwigzan:
e zapisanie nieréwnosci (22) — 1 punkt
e dojscie do nier6wnosci (23) — 5 punktéow
e wykazanie prawdziwosci nieréwnosci (23) — 3 punkty
e wskazanie indukcji jako metody rozwigzania i ogdlna redacja dowodu indukcyjnego
(w tym sprawdzenie dla n=1) — 1 punkt
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Zadanie 23« (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (x) o wspdtezynnikach rzeczywistych,
ze funkcja f:R — R okreslona wzorem
0 dla =<0
flx)y=4 W(z) dla 0<z<l1
x dla z>1
jest dwukrotnie rézniczkowalna.
Rozwigzanie:
Niech
W(z)=az’ +bx' +ca’ +da* +ex+g.
Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w zerze, muszg zachodzi¢ warunki
W(0)=w'(0)=wW"(0)=0, (24)
skad
d=e=g=0 (25)
i w konsekwencji
W(x) = ax® +br* +cx®.
Dwukrotng rézniczkowalnosé funkeji f w jedynce otrzymamy pod warunkiem
W) =w'(1)=1 oraz wW"(1)=0, (26)
co wobec
W'(x) = 5az* + 4bx> + 3ca?
oraz
W"(z) = 20ax® +12bx* 4 6¢x
prowadzi do uktadu réwnan

a+b+c = 1
Ha+4b-+ 3¢
20a+12b+6¢c = 0

ktory ma rozwigzanie a =3, b= —8, ¢=6.

I
—_

(27)

Odpowiedz: Wielomianem spetiajacym warunki zadania jest W (x) =325 —8z4+623.

Punktacja standardowych rozwigzan:
e zapisanie réwnosci (24) — 1 punkt
e wywnioskowanie (25) — 1 punkt
e zapisanie réwnosci (26) — 2 punkty
e dojscie do uktadu réwnan (27) — 4 punkty
e rozwiazanie uktadu réwnan (27) i zapisanie wielomianu — 2 punkty
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Zadanic 24 . (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem f(x)=+/1022+9000. Dowies¢,

ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—10, 10] zachodzi nieréwnosé

[f (@)= fl<le—yl.
Rozwigzanie:
Dla z =y dowodzona nier6wnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= FWl =" ()] lz—yl,

gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

[f (@) <1. (28)
Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscia |z| < 10 prowadza do:
10z 10|z 10 10 10 10

/(@)=

= = < = :7_17
V102249000 /10+%° /1049 V10490 10

102

V102249000

co konczy rozwigzanie zadania.

Punktacja standardowych rozwigzan:
e skorzystanie z twierdzenia Lagrange’a — 1 punkt
e wykazanie $wiadomosci, ze zadanie sprowadza si¢ do nieréwnosci (28) — 1 punkt
e obliczenie pochodnej funkcji f — 1 punkt
e poprawne udowodnienie nieréwnosci (28) — 7 punktéw

e przy btednym udowodnieniu nier6wnosci (28) poprzez sprawdzenie wartosci f/(10) bez
uzasadnienia, ze jest to najwicksza warto$¢ funkcji f/ — maksymalnie 4 punkty za cale
rozwiazanie
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Zadanie 29« (10 punktéw)
Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

f(z)=lnz— Y.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:

f(89)+ f(91) czy  2-f(90) ?

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 1
/ e —
f (ZL‘) - T 3. x2/3
oraz ) 5
" o
f (LU) - _P—i_ 9'ZL’5/3 5
skad nieréwnosé f”(z) <0 jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
1 2 0
) * 9.45/3 <
2 1
9.25/3 < 22’
9
3 Y
x 5
9% 729
Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale (0; 91,125), skad
r+y
f@)+ 1) <21 (57) (29)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich z,y < 91,125.
W szczegdlnoscei

F(89)+ f(91) <2- £(90).

Uwaga: Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze
f(89)+ f(91) ~ 0,036809335389

oraz
2. £(90) ~ 0,036809847546 ,

co wydaje si¢ skutecznie odbiera¢ wszelka nadzieje na rozwigzanie zadania poprzez bez-
posrednie szacowanie kazdej z podanych liczb z osobna.

Punktacja standardowych rozwigzan:
e obliczenie ' — 1 punkt
e obliczenie f” — 1 punkt
e rozwiazanie nieréwnosci f”(x) <0 i wyznaczenie przedzialu wklestosci funkeji f —
4 punkty
e powiazanie wklestosci z nier6wnoscia (29) — 2 punkty
e wywnioskowanie z nieréwnosci (29) poprawnej odpowiedzi na pytanie z tresci zadania
— 2 punkty
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Zadanie 20 . (10 punktéw)
Obliczy¢ sume szeregu

o0 1
2 T D). ‘
Zn-(n+1)-(n+3)
Rozwigzanie:
Rozktadamy wyrazenie pod znakiem sumy na utamki proste, czyli szukamy takich liczb

A, BiC, ze
1 A B C

—+—+—. 30
n-(n+1)-(n+3) n+n+1+n+3 (30)

Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n-(n+1)-(n+3) otrzymujemy
1=A-(n+1)-(n+3)+B-n-(n+3)+C-n-(n+1).
Dla n =0 otrzymujemy A=1/3, dla n=—1 dostajemy B = —1/2, natomiast przyjecie
n=—3 daje C'=1/6. Mozna tez utozy¢ uktad réwnan na wspétczynniki i go rozwiazac.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie¢ wzorem

N 1 N(1/3 1/2 +1/6>

Sn=3 -y (L=

=n-(n+1)-(n+3) =\ n n+l n+3

4 5 7

(W) (R ) (R v s -

N N+1 N+3
_1Y3 16 16 13, 1/6 16 T 13 1/6  1/6

1 2 3 N+1 N+2 N+3 36 N+1 N+2 N+3’
co przy N dazacym do +oo zbiega do 7/36.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 7/36.

Punktacja standardowych rozwigzan:
e zapisanie réwnosci (30) — 1 punkt
e wyznaczenie A, B, C' — 3 punkty
e wyprowadzenie wzoru na sume czesciowg szeregu — 5 punktow
e przejscie graniczne i wskazanie sumy szeregu — 1 punkt

e btedne rozwiazanie oparte na odejmowaniu szeregéw rozbieznych lub upraszczaniu
wyrazoOw w nieskonczonym szeregu moze otrzymaé¢ maksymalnie 5 punktow za cate
rozwigzanie
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Zadanie 31« (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(n—|—1>2"<(n+3>” 2
ROZU)ZQZG//U@.’

Dang w zadaniu nierownos¢ przepisujemy w postaci rownowaznej
(n+ 1)3n+2 < n2n . (n+3>n+2

i mnozymy obustronnie przez n*, otrzymujac po przeksztatceniach kolejne nieréwnogci
rOwnowazne:
’I’L4 . (TL+ 1)3n+2 < n2n+4 . (n+3)n+2 7

<n3+n2)2- <n3+3n2+3n+1>n < (n3+3n2>n+2 .

Po kazdej ze stron ostatniej nieréwnosci wystepuje n+2 czynnikéw, przy czym suma
czynnikéw po stronie lewej jest réwna n*+5n3+5n24-n i nie przekracza sumy czynnikow
po prawej stonie réwnej nt4-5n34+6n?=n*+5m3+5n24n2, a poniewaz czynniki w iloczynie
po prawej stronie sa rowne, iloczyn ten ma wigksza wartosc.

Skorzystalidémy tu z przeformutowania nieréwnosci migedzy srednig arytmetyczna i geo-
metryczna, ktére moéwi, ze iloczyn ustalonej liczby czynnikéw nieujemnych o ustalonej
sumie jest najwiekszy, gdy wszystkie jego czynniki sa rowne.
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Zadanie 32« (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)

Rozwigzanie:
Oszacowanie mianownika od dotu daje

((g);k) TN <<§>) _ n22_n . "2_2”_2 . n2_2n_4 B (n2—n)-(n2—n—2)-(n*—n—4)

6 48 ’

a oszacowanie od gory prowadzi do

((Z)3‘|‘ /{?) —|—k‘5 < ((g)?)—i- n) +n5 _ n2;_n . n2+2n—2 . n2+2n—4 +n5 _

6
2 . 2 — . 2 —
_ (n*+n)-(n*+n—2)-(n*+n—4) et
48
Ponadto
i (k) B <n+1) _(n+1)n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-(n—4)
s \D 6 720 ’
Wobec tego
ok
(5) < (5) _ 1;5 <5) _
n n2-n)-(n2—n—2)-(n2—n—4) = (n2—n)-(n2—n—2)-(n2—n—4)
ar ((2)3—&—/%) kS ks ( )( - 2)-( 4) ( )-( i 2)-( 4)
n+1 n+1)-n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-(n—4
_ (6) :(+)( )(720)( )( )_)ﬁzi
(n2—n)-(n2—n—2)-(n>—n—4) (n?—n)-(n2—n—2)-(n?2—n—4) 720 15
48 48
oraz

Dok
S (¥ _ =) )
S (O s 7 o T BT d) s G B ) s

48 48
n+1 n+1)-n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-(n—4
B <6> _( ) )(720)( ):( )_>48_i
C () (nPin=2) (nPind) | 50 (024n)-(nP4n=2) (nP4n—d)48n0 T 790 15
48 48

skad na mocy twierdzenia o trzech ciagach dana w zadaniu granica jest réwna 1/15.
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Zadanie 33« (10 punktéw)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kres dolny zbioru
Z_{&+H+&+&2

abed

: a,b,c,dGN} )

Rozwigzanie:
7 nieréwnosci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng zastosowang do nastepuja-

cych dwunastu liczb:
6 liczb a?/6, 3 liczby b1/3, 2 liczby /2, 1 liczba d'?,

otrzymujemy
Lol a2b12¢12d12 g2 4 p 4 (B4 12
<
66-33.22 12 ’

a24—b44—c64—d12:> 12 12
abed ~ 12/66.33.92  12/98.39
Zatem liczba 2- /2. v/3 jest ograniczeniem dolnym zbioru Z. Wykazemy, ze jest to
ograniczenie najwieksze. W tym celu rozwazmy nastepujace ciagi liczb:

d,=10", cn=[V2:10™] , b= [V3-10°"] , a, = [V6-10°"] .
To prowadzi do nastepujacego ciggu elementow zbioru Z:
et () () () (3)” (V0)'+ (49)'+ (9941 _

czyli

=2-V2-V3.

anbacadn 1o ot - 168 1 Vo321
6+3+2+1 12
+3+2+ 5. 33,45

T V23 3.5 22333/

Odpowied?: Kres dolny zbioru Z jest réwny 2- /2 v/3.
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Zadanie 34 (10 punktéw)
Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi

nierownosé
|f(z \/\/ (x—y)S+1-1.

Udowodnié, ze f jest funkcja stah%.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej t zachodza nieréwnosci

. |12 4 16 2 6 |tP?
\/W_KJ 4+t6+1—1:J <2+1> —1=£=|lﬂ <t

wobec czego z nieréwnosci danej w tresci zadania wynika nieré6wnosé

1f(x) = Fy)| <|z—y|*?.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x <y oraz dowolnej liczby naturalnej n oznaczmy
—x

dla :=0,1,2,3,...n. Odnotujmy, ze przy tych oznaczeniach zo =z, z, =y, a ponadto
xr;—x;_1 = (y—x)/n. Tak wiec punkty x; dziela przedzial [z, y] na n przedzialéw rownej
dhugosci.

Korzystajac z nieréwnosci trojkata oraz z zatozen o funkcji f otrzymujemy:

If(:v)—f(y)\Zi(f(:vi)— z|f )= f (i) zm—xl 2 =
o — yl“"’/2 o —y|*?
_Zzl n3/2 \/ﬁ )

Udowodnilismy wiec, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x <y oraz dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi nieréwnosé

[f (@)= F(y)l <
co po ustaleniu x, y i przejsciu z n do 400 daje

|f(z) = f(y)] <0,

o —y|*?

N

wobec czego
|f(2) = f(y)|=0

i w konsekwencji f jest funkcja stala.
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Zadanie 3O« (10 punktéw)

Wyznaczy¢ liczbe naturalna k oraz liczby wymierne a i b, dla ktorych prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie:

Dla dowolnej funkcji trzykrotnie rozniczkowalnej g: R — R o dodatniej pochodne;j
pierwszego rzedu, pochodna trzeciego rzedu funkcji f odwrotnej do g wyraza sie wzorem:

" - :(l'(g/,<l‘>>2+b'g/(l')~gm($)
[ (9(x)) (g,(x»k :

Rozwigzanie:
Trzykrotne rézniczkowanie stronami rownosci

flg(x)) =
prowadzi kolejno do

f'g(x))-g'(x) =
(@) (d' ()" + f' (9(2)) g”(w)ZO,
" (9(2))-(9' ()" + " (9(2))-2-9' () - 9" () + f" (9(2))-¢"(x)-g () + [ (9(x))-g" (x) =0,
" (9(x))- (' (@) +3- " (9(x)) - g/ (x) - 9" () + f (9(x)) - " () = 0.

Wobec tego otrzymujemy nastepujace wzory na pochodne funkeji f:

, 1
f (g(frf))—g,@),
" la(e)) = 4 9@)9"(@) _ g"(z)
PO ="y~ e
f///(g(x)):_3'f (9(x))-g'(x)-g"(x)+ [ (9(x))-g" () _

(¢@)’
7@ 9" () _3:-(¢"@)° ~g'(x)-g"(x)

3 (@) ')
(9(@))

W konsekwencji szukane liczby to k=5, a=31b=—1.
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Zadanie 30 . (10 punktéw)

Przy kazdym z ponizszych 28 zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max (0, n— 18) punktéw.

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze
e dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T (5n),
e dla kazdej liczby naturalnej n > 13 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n—13),
e implikacja T'(11) = T'(12) jest falszywa.

Co mozna wywnioskowaé¢ o prawdziwosci implikacji:

a) T(130)=T(131) N
c) T(130)=T(133) P
e) T(130) = T(135) N
g) T(130) = T(137) N
i) T(131) = T(133) P
k) T(131) = T(135) P
m) T(131) = T(137) P
0) T(132) = T(134) N
q) T(132) = T(136) N
s) T(133) = T(134) N
u) T(133) = T(136) N
w) T(134) = T(135) N
y) T(134) = T(137) P

z) T(135) = T(137) P
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b) T(130) = T(132) P
d) T(130) = T(134) N
f) T(130) = T(136) N
h) T(131) = T(132) P
j) T(131)=T(134) P
1) T(131) = T(136) P
n) T(132) = T(133) P
p) T(132) = T(135) F
r) T(132) = T(137) N
t) T(133) = T(135) F
v) T(133) = T(137) N
x) T(134) = T(136) P
z) T(135) = T(136) P

z) T(136) = T(137) P
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