Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2017/18

Egzamin, 8.02.2018, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 11.1-11.10 podaj w postaci uproszczonej kresy zbioru oraz napisz,
czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE, ewentualnie T albo N).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = oco.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynalezno$é¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezbtednie oba kresy, ale nie okreslisz poprawnie
ich przynaleznosci do zbioru, otrzymasz 0,5 punktu.

Za pozostale zadania nie otrzymasz punktow.

Laczna liczba punktéw zostanie zaokraglona w goére do liczby catkowite;j.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbior liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

11.1. Az{x"‘: xr € (-2, 1)} Ocena .......
INf A= SUP A = e,
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........

11.2. B:{x5: x € (-2, 1)} Ocena .......
INF B = e SUP B = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........

11.3. ¢ = { L e N 0

B.C={——:n cena .......
n?—26
INfC = SUP C = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........
11.4. D { ! eN } O
4. D=<———:n cena .......
n3 — 26
INfD = SUP D = i
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........
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11.5. E:{(Q—\/g)n: nEN} Ocena .......
INf B = SUP = i
Czy kres dolny nalezy do zbioru £ .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru E ..........

11.6. F:{(Q—\/g)n: nEN} Ocena .......
INf B = SUP F = i
Czy kres dolny nalezy do zbioru F .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru F' ..........

11.7. G:{m: m,neN A 25n2<m2<27n2} Ocena .......

n
INfG = SUP G = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru G .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru G ..........

11.8. H:{: m,n €N A 25n3<m3<27n3} Ocena .......
INfH = . SUP H = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru H .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru H ..........

m
11.9. I:{: mneN A 25"<3m<27”} Ocena .......
n
INf T = SUP L = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru I .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru [ ..........
m
11.10. J:{: m,n €N A 25”<5m<27n} Ocena .......
n
INf T = SUP J = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru J .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru J ..........
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)
Dowies¢, ze liczba logs),3000 jest niewymierna.

Zadanie 13 (10 punktéw)
Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
catkowitej dodatniej n zachodza nierownosci
V/36n+28 —/36n+13 o
S V2 +T75—25n+ 11

Zadanie 14 (10 punktéw)

Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

[e.9] o0
> a,=4 oraz Zai:&
n=1 n=1

Zadanie 19 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

2r T
er—2e"+1 dla z+#£0
f(:[j): 675—1—%
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Zadanie 1 0. (10 punktéw)
Obliczy¢ granice

) <m+¢n2—+2+¢n2—+4+¢n2—+6+¢n2—+8
1m
=0\ (n+2)°  (n+2)°+1 (n+2)°+2 (n+2)°+3 (n+2)°+4

VR AP =6 APt AP =2 (AP
(n+2°+k  (+B)’-3  (n+B?*-2 (n+B?*-1  (n+B)

dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 2, aby zadanie miato sens.
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Zadanie 21 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
flx)=2x+Vat—98z2+ T4

na przedziale [—11, 9] oraz podaé, w ktorych punktach te wartosci sa osiagane.

Zadanic 22. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

n >22n—1
n)” n '

Zadanie 23« (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (x) o wspoétezynnikach rzeczywistych,
ze funkcja f:R — R okreslona wzorem

0 dla <0
flz)=q W(z) dla 0<zx<l1
T dla z>1

jest dwukrotnie rézniczkowalna.

Zadanie 24 (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem f(x)=1+/1022+9000. Dowies¢,
ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

[f (@)= f)l<lz—yl.

Zadanie 2. (10 punktéw)
Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
flr)=Inzx—Jz.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:

f(89)+ f(91) czy  2-f(90) 7

Zadanie 20 . (10 punktéw)
Obliczy¢ sume szeregu
> 1
nz::lw (n+1)-(n+3)°
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Zadanie 31« (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(n+yf” (n+3y”2
—_— < | — .
n n+1

Zadanie 32« (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)

e ()
Lm; (G 1

Zadanie 33« (10 punktéw)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kres dolny zbioru
g [ +dE

B abed

: a,b,c,dEN} )

Zadanie 34 . (10 punktéw)
Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi

F@) = 1)< Y la—yr+1-1.

Udowodni¢, ze f jest funkcja stata.

Zadanie 3D« (10 punktéw)

Wyznaczy¢ liczbe naturalng k oraz liczby wymierne a i b, dla ktorych prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie:

Dla dowolnej funkcji trzykrotnie roézniczkowalnej ¢g:RR — R o dodatniej pochodne;j
pierwszego rzedu, pochodna trzeciego rzedu funkcji f odwrotnej do g wyraza sie wzorem:

oy = @ @)+ (@) @)
7" (g(a) o .
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Zadanie 30 . (10 punktéw)

Przy kazdym z ponizszych 28 zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max (0, n —18) punktow.

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze
e dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja 7'(n) = T'(5n),
e dla kazdej liczby naturalnej n > 13 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n—13),
e implikacja T'(11) = T'(12) jest falszywa.

Co mozna wywnioskowaé¢ o prawdziwosci implikacji:

a) T(130) = T(131) oo oo b) T(130) = T(132) .oco oo
) T(130) = T(133) coocve oo d) T(130) = T(134) .ocoo oo
e) T(130) = T(135) ..o ..o £) T(130) = T(136) .cooo oo
g) T(130) = T(137) oo oo h) T(131) = T(132) oo
i) T(131) = T(133) coveee e J) T(131)=>T(134) oo o
k) T(131) = T(135) oo oo 1) T(131) = T(136) .coce o
m) T(131) = T(137) oo n) T(132) = T(133) coocooooen .
0) T(132) = T(134) ..o oo p) T(132) = T(135) cecve v
Q) T(132) = T(136) ..coo oo r) T(132) = T(137) oo oo
s) T(133) = T(134) ... ..., t) T(133) = T(135) oo oo
u) T(133) = T(136) «ooove v v) T(133) = T(137) oo oo
w) T(134) = T(135) ..o x) T(134) = T(136) .......ooo. ...
y) T(134) = T(137) oo oo 2) T(135) = T(136) ...c.. ..o
2) T(135) = T(137) ccoove oo 2) T(136) = T(137) oo oo
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