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Zadanie e (10 punktow)

Dowies¢, ze liczba logg, 150 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zalézmy, ze liczba logg,150 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Wéwcezas otrzymujemy kolejno

m
logg, 150 = et
60™"™ =150,
60™ =150".
Wykazemy, ze powyzsze rownanie nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m, n.
Sposob I

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
22m3m5m:2n3n52n

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozkltadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykltadniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

2m = n
m = n
m = 2n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwigzania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
dla takiego rozwiazania mielibysmy

n=2m>m=n,

czyli n>n, co nie moze by¢ prawda.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie
rzeczywiste m =n =0 nie jest rozwiazaniem w liczbach naturalnych.

Sposob 11

Ostatnig niezerowa cyfra liczby 60™ jest 6, a ostatnig niezerowg cyfra liczby 150™
jest 5, zatem liczby te nie moga by¢ rowne.

W obu sposobach doszliémy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba logg,150 jest
wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logg,150 jest niewymierna.
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Zadanie 4. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

o () () < o (2)- ()

Sn\ f4n\ _ (bn)!  (4n)! _ (5n)!

( n ) (271) n!-(4n)l (2n)!-(2n)!  n!-(2n)!-(2n)!
5n\ (3n (bn)! — (3n)! _ (5n)!
<2n> < n ) (2n)!-(3n)! n!-(2n)!  n!-(2n)!-(2n)!°

on 4an on 3n
() ()= () ()
Wobec tego dana w tresci zadania nierownos¢ upraszcza sie do nieréwnosci
V25 < V27,
jest wiec prawdziwa jako nieréwnos¢ 25 < 27 podniesiona obustronnie do dodatniej po-
tegi 1/n.
Uwagi

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

oraz

skad

Fakt istnienia kluczowej dla rozwigzania zadania tozsamosci nie stanowi zadnej wie-
dzy tajemnej, gdyz tozsamos¢ ta jest szczegdlnym przypadkiem tozamosci z zadania 18
z listy 1, gdzie wystarczy przyja¢ a =n oraz b=c=2n.

Poniewaz obie strony dowodzonej nieréwnosci maja postac iloczynowa, a iloraz wick-
szej do mniejszej maleje wraz z n, nie wydaje si¢ mozliwe udowodnienie implikacji
T(n)=T(n+1), gdzie T'(n) jest nieréwnoscia z tresci zadania, w inny sposéb niz poprzez
bezposrednie udowodnienie nastepnika bez odwolywania sie do zatozenia o prawdziwosci
poprzednika. Tym samym kazde zastosowanie indukcji jest albo btedne (dowdd udal sie
dzieki btedom rachunkowym), albo lipne (mimo ubrania dowodu w szate indukcji, i tak
dana nier6wnosé jest dowodzona bezposrednio).
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