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Zadanie D (10 punktow)

V2
vav2?

Vo
a2 ’

Niech A, = \/5\/§ , gdzie v/2 wystepuje n razy, a potegowanie jak zwykle wykonujemy
od gory. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé¢ A,, < 2.
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy indukcyjny dowdd nieréwnosci

A,<2.

1° Dla n=1 mamy A; = /2, dowodzona nieréwnos¢ przybiera wiec postaé
V2<2,

jest zatem prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
A, <2. (&)
Wykazemy, ze wowczas
Api1<2. ()
Zauwazmy, ze

An+1 = (\/5) Anu

wobec czego po skorzystaniu z zalozenia indukcyjnego (&) oraz z nieréwnosci a” < a¥ dla
a>11x <y, otrzymujemy

co konczy dowdd nieréwnosei ().

Na mocy zasady indukcji dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n.
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Zadanie 0. (10 punktow)
Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C<Vni+15m3—n<4C.

Rozwigzanie:
Sposdb I (preferowany, bo najprostszy)
Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest roéznica wyrazen zblizonej wielkosci,
dwukrotnie zastosujemy wzér na réznice kwadratow w postaci
a?—b?
a+b
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rozny od zera. Otrzymujemy

/ 2 3
m_n n4+15n3—n ].5n

Y

T Vi e en (Yntr et 4n) - (Vi 1o 4n?)

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od goéry:

15n3 15n3
> —
(\4/ nt4+15n3 + n) . (\/ nt4+15n3 + n2> (\4/ nt 4 15n4 +n) . (\/ nt+15n4+ nz)
1 3 3
_ on _ 15n _1_C
3n-5n2  15n3
i od gory (szacujac mianownik od dotu):
15n3 -
(\4/714 +15n3 +n) . (x/n4 +15n3 —|—n2) h
15n3 15n3 1502 15

< (é/ﬁ“——i-()%—n)-(\/rﬁ—%—o—l—n?) T om2n? And :Z<4:4C’

Otrzymalismy wigc wymagane oszacowania ze stalag C'=1.

Sposob 11

Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest roéznica wyrazen zblizonej wielkosci,
zastosujemy wzor na réznice czwartych poteg w postaci

4 b4

B a
a3+ a2b+ab?+b3’
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rézny od zera. Otrzymujemy

15n3
Vi 15m3 —n = 3 i 5 )
(\4/n4+15n3) +n- (\4/n4+15n3) +n2-Vnt+15n3+n3

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od gory:

a—

15n3
>
3 2 =
(VT 1507) 4+ n- (Vn*+1503) +n2- /n*+ 1507 +n?
15n3

>

3 2 =
(VT T5n7) +n- (Vaf+T15n7) +n2- V/nf+ 1507 +n?
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B 15n3 B 15n3 _1_C
83 +4nd+2n34+n3  15m3
i od gory (szacujac mianownik od dotu):
15n3 B
3 2 S
(\4/n4 + 15n3) +n- (\4/714 + 15n3) +n2-v/ni+15n3 +n3
15n° 15n% 1
o ' 35 e

< 4 3 4 2 4 - 4n3 4
( n4—|—0) +n-(\/n4+0> +n?-v/nt+0+n3 n
Otrzymalidmy wiec wymagane oszacowania ze stalg C'=1.

Sposob 111 (dla mitosnikow subtelnych szacowan)

Pozbedziemy si¢ pierwiastka szacujac wyrazenie pod pierwiastkiem tak, aby mozna
byto wykonaé¢ pierwiastkowanie. Jednak szacowanie to wymaga zbyt wiele subtelnosci,
aby taki sposéb postepowania byl polecany stabym i przecietnym studentom.

Szacujac dane w zadaniu wyrazenie od géry otrzymujemy:

VA £15n3 —n < Vnd+16n3 —n < v/n* + 16n3 + 9612 + 256n + 256 — n =

— fm Ay —n=(n+4)—n=1.

Z kolei szacowanie od dotu wyglada nastepujaco:
VA £15m3 —n=vnt +4n3 +6n® +And +nd —n > vVt +4nd + 6n2 +dn+1—n =

:W—n:(n—l—l)—n:l.

Otrzymalidmy wiec wymagane oszacowania ze stalg C'=1.

Sposdb IV (dla wrézbitow)

Wypijamy kawe lub herbate, a z fuséw wrézymy, ze C'=1 (mozna tez zgadnaé war-
tos¢ C' w sposob bardziej naukowy, np. zauwazajac, ze dla n=1 dane wyrazenie ma
warto$¢ 1 1 obstawiajac, ze poza tym bedzie miato wartos¢ wieksza). Wobec tego powin-
nismy udowodni¢ nieréwnosci

1< Vni+15mP —n<4,
ktore sa kolejno rownowazne nastepujacym nieréwnosciom:

n+1<Vnt+ 1503 <n+4,
(n+1)*<n*+15n* < (n+4)*,
nt +4n® 4+ 6n% +4n+1 < n* + 1503 <n' + 1613 + 961> + 2560 4 256
6n*+4n+1<11n®  oraz  0<n®+96n>+256n+256.

Prawa nieréwno$¢ jest oczywista, gdyz jej prawa strona jest dodatnia, a lewa nieréwnos¢
wynika z nieréwnosci n > 1.
Udowodnilidmy wiec, ze wymagane oszacowania sg spetnione dla statej C'=1.
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