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KOLOKWIUM nr D2, 9.11.2017, godz. 14:15-15:00

Zadanie DD . (10 punktéw) Wskazaé odpowiednia liczbe naturalng n i udowodnié

dla niej nieréwnosci

2017 2018
<< n?
Rozwigzanie:
Sposob 1
Przyjmijmy n = 2¥. Wéwczas podane nier()wnoéci przybieraja postac
2’{} 22017 2 2k’ 22018
czyli

k‘22017 < 2k < k'22018 )
Zauwazmy, ze powyzsze nierownosci sa prawdziwe dla k= 2028, gdyz wtedy
k- 22017 2028 - 22017 <2048 - 22017 211 22017 22028 2k

oraz
2 22028 210 22018 1024 - 22018 < 2028- 22018 k'22018 )
OdpowiedZ
Liczba spetiajaca podane nieréwnosci jest n = 22928,
Sposob 11

Przyjmijmy n = k-22°17. Wtedy podane nieréwnoéci przybieraja postaé

(k:-22017)22017 < k2217 _ (k_22017)22018 7
czyli

22017 22017 22017
(k-22017) < (2k) < (1{12-24034) ’
co jest rownowazne nieréwnosciom
k- 22017 < Qk < k2 . 24034 (@) .
auwazinmy, ze Nnierownoscl S rawdziwe a k= Z WOWCZas
Zauwasmy, 7e nieréwnosci () sa prawdziwe dla k= 2028, gdys wé
kf X 22017 =92028. 22017 < 2048 X 22017 _ 211 ) 22017 _ 22028 — 2k‘
oraz
2k — 22028 220 22008 10242 22008 < 20282 22008 k,? . 22008 < k2 X 24034 ]
Ale nieréwnosci (©) sa tez prawdziwe dla k= 4056, gdyz wowczas
k- 22017 4056 - 22017 < 4096 - 22017 212 22017 22029 24056 2k
oraz
2k — 24056 — 222 . 24034 — 20482 . 24034 < 40562 . 24034 — k2 . 24034 )

Odpowiedz
Liczba spetiajaca podane nieréwnosci jest n = 2028-22°17. A innym przyktadem jest
n=4056-22"".
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Zadanie D0 (10 punktéw) Dobraé odpowiednie state a, g oraz C' i udowodnié,
ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C C
g—— < Vnitnd-n®—an < g+—.
n n

Rozwigzanie:
Dane w tresci zadania nieréwnos$ci sg rownowazne nierownosci

C
‘\/n4—|—n3—n2—an—g‘ <—,
n
ktorej lewa strone przeksztatcamy korzystajac ze wzoru na réznice kwadratow:

4 3_(n2 2
R oo )| - L s

_ Int4+n®—n*—2a-n3— (2g+a?)-n?—2ag-n— g%

vnit+nd+ (n?+an+g)

Poniewaz w ostatnim wyrazeniu mianownik jest rzedu n°, a celujemy w oszacowanie
calego utamka przez wielko$é rzedu n~!, licznik nie moze by¢ rzedu wickszego niz n'.
Stad wynika, ze jednomiany rzedu wiekszego niz n' muszg sie uproécié¢, co prowadzi
do réownosci

(®)

2

1=2a oraz 29+a*=0,

skad otrzymujemy
1 1
a=g raz g

8
Podstawiamy te wartosci do (#) i przeprowadzamy koncowe oszacowanie (korzystamy
przy tym z nieréwnosci n/2—1/8>0):
1 1
‘g‘n—@ fn—g £n—0 _ 1/16

Vnt4nd+ (n2+§—%) vni+nd4+n?+ (%—%) Vvni+0+n2+0 n

Uzyskaliémy wiec wymagane oszacowania dla statych a=1/2, g=—1/8 1 C'=1/16.
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