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KOLOKWIUM nr D4, 23.11.2017, godz. 14:15-15:25
Zadanie D9 (10 punktéw) Obliczyé granice ciagu:

1 2 3 4
lim + + + +...+
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dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru k, aby granica ta byta liczba rzeczywista
dodatnig.

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupenienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:
Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 2n+1 sktadnikéw, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

i 1 L2 .3 4
1m .
nme\ k241 vk 4n? 42 Vb 4n?+3 0 Vnk4n2 44 nk+ (n+1)>2

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ réznia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikow odpowiadaja liczni-
ki, podczas gdy przy k>3 mianowniki maja zblizona wielko$¢. Liczniki tworza jednak
postep arytmetyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji
bedziemy szacowa¢ mianowniki przez wspolna wielko$¢, nie zmieniajac licznikdéw, a na-
stepnie dodamy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do
1 2 3 4 2n+1
+

- + + + +...
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o 1424344+ +(2n+1) 1424344+ +(2n+1)
- n* 40 - nt/? -

Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
1 2 3 4 2n+1

b, = + + + ..t >
vnE+n2+1  VnkF+n24+2  Vnk4+n2+3  VnkF+n?2+4 nk+ (n+1)>2
>1+2+3+4+...+(2n+1)

nk+(n+1)>2

=a,.

Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

142434+44+...+(2n+1)=(2n+1)-(n+1).
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Wobec tego
(2n+1)-(n+1)
Cp = Y — 2
przy n— o0, o ile k=4. Podobnie
2n+1)- 1 2n+1)- 1
a:(n+)(n+)_ (2n+1)-(n+1) 9

n

nk+(n+1)>2 n"“/2~\/1—1-(1—1—72_1)2%2—’€
przy n— o0, o ile k=4.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

angbngcna

a ponadto
lim ¢, =2
n—oo
oraz
lim a, =2,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =2.

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma dla k=4 wartosé 2.
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Zadanie 60. (20 punktéw) Obliczyé granice ciagu zaczynajacego sie od wyrazu

N I

g, (\/nk+7 VnE4+8  v/nk49 \/nk+10+m vnk4n—1 \/nk+n>
dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru k, aby granica ta byta liczba rzeczywista
dodatnig.

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikow), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy przy k£ > 2 mianowniki majg zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak pocza-
tek siodmej kolumny trojkata Pascala, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢.
W konsekwencji bedziemy szacowa¢ mianowniki przez wspolna wielkos$¢, nie zmieniajac
licznikéw, a nastepnie dodamy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do
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Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do

@60 6 (7) ("7") (5 .
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Ze wzoru na sume poczatkowych wyrazéw kolumny trojkata Pascala otrzymujemy

()66 ()07 ()-(5)

Wobec tego

n

=a, .
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przy n— o0, o ile k=16. Podobnie

" \/m nWlW ]|

przy n— o0, o ile k= 16.

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci
an S by <y,

a ponadto
lim ¢, =1/8!

oraz
lim a, =1/8!,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =1/8!.
n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma dla k =16 wartos¢ 1/8! =1/40320.
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Zadanie ©1. (20 punktéw) W kazdym z zadan 61.1-61.10 podaj w postaci
uproszczonej (np. liczby wymierne musza by¢ zapisane w postaci liczby catkowitej lub
utamka nieskracalnego) kresy zbioru oraz napisz, czy kresy naleza do zbioru (napisz
TAK albo NIE, ewentualnie T albo N).

Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +o0o = o0.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbtednie (i w postaci uproszczonej) oba kresy
i poprawnie okreslisz ich przynaleznos¢ do zbioru, otrzymasz 2 punkty.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie (i w postaci uproszczonej) oba kresy
i poprawnie okreslisz przynalezno$¢ jednego z nich do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy (ale co najmniej jeden
w postaci razaco nieuproszczonej) i poprawnie okreslisz ich przynalezno$¢ do zbioru,
otrzymasz 1 punkt.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbidr liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

1
61.1. A= : N Ocena .......
{n2—60n+888 " } o

infA=-1/3 supA=1/4
Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru A TAK

1
61.2. B:{ : nEN} Ocena .......
n? —60n -+ 999

inf B=0 sup B=1/99
Czy kres dolny nalezy do zbioru B NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru B TAK

(=1)"
61.3. C'= : N Ocena .......
{n2 —60n+999 " " o

infC'=-1/100 supC'=1/99
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru C' TAK

(=1)"
61.4. D= : Ocena .......
{n2—60n+ 1001 "< cone

inf D=-1/102 supD=1/101
Czy kres dolny nalezy do zbioru D TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru D TAK
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61.5. £ = {m: m,neN A 5n® < 3m? < 27n3} Ocena .......
n

infE= 35/3 supE:%

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru £ NIE

61.6. ['= {7: mneN A H"' <3 K 27”} Ocena .......

inf F'=logs5 sup F'=3

Czy kres dolny nalezy do zbioru FF NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru F' TAK

61.7. G = {m: m,neN A 5"’ < 3m’ < 27”3} Ocena .......

n

inf G = 3/logs5 supG = V3

Czy kres dolny nalezy do zbioru G NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru G NIE

61.8. H:{m: mneN A 4"-n"<m™ < 27n-nm} Ocena .......
n

infH=2 sup H=3
Czy kres dolny nalezy do zbioru H TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru H TAK

61.9. [ = {m: m,neN A 224N ) < m™ < 318n~nm} Ocena .......
n

inf/=8 sup/ =9

Czy kres dolny nalezy do zbioru I TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru I TAK

61.10. J:{m: m,neN A 550n-nm<mm<381n-nm} Ocena .......
n

inf J =25 sup J =27

Czy kres dolny nalezy do zbioru J TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru J TAK
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