Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2017/18

KOLOKWIUM nr D7, 14.12.2017, godz. 14:15-15:25

Zadanie 07 . (20 punktéw)
Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= v/ 106 . Dowies¢, ze dla do-
wolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nier6wnos¢
[f (@)= f)l<|z—y|.
Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a® =17 = (a®=b*)- (a* +a®0* +b') = (a—b)-(a+b)- (a* +ab* +b") ,
ktory przy zalozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
ab—bs
(a+b)-(a*+a?b2+b*)
Przyjmujac a = ¢/26+ 108 oraz b= ¥y®+ 100, zauwazamy, ze a, b>0 i przeksztalcamy

lewa strone dowodzonej nieréwnosci:

[f (@)= f(y)| =

a—b=

V4106 — &yb 4108

_ (2% +10°) — (y° +10°)
(VaS+T100+ /g5 +10°) - ( o/ (6 4-106) 4 /28 105 - /45 105+ { (45 + 106)2>

_ |20 —4/°] B

(VaS+T100+ /g5 +10°) - ( 0/ (6 4 106) 4 /28 + 105 - J/yS 105+ { (45 + 106)2>

_ [z —yl-lz+y| (¢ +2%° +y7)
(VaS+T105+ (/g5 +10°) - ( (26 4108) 4 /28 105 - /55 105+ {J (45 + 106)2)

(1)
Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac réwnosé |x| = Vx5 otrzymujemy:
oyl < fol -yl = Va4 §y < Vas $ 100+ g + 100,
skad
[z 4yl
VS +106 + §/y5+10°

. . 3 -
7 kolei r6wnosé 2% = v/ a8 prowadzi do:

wtpaty? gt = (a0 + Ve e {0) <
< (@5 4108)> 4+ Vb1 10° - Hy6 4105+ §/ (4 +105)2,

skad
x4+ x2y2 + y4

(28 +109)% + /28 + 108 - /5 + 10° + 1/ (y5 -+ 106)
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Zastosowanie nieréwnosci (2) i (3) do (1) pozwala dokonczy¢ oszacowania:
[z —yl -z ty| (= +2°y* +y") B
(9x5+lwt%3@6+10ﬁ~(€Mx6+10®2+~@x6+106~9y&+1mi+3(y6+10®2>
|z +y]| ' ettty +yt
w0+ 100+ VS +10° 3/(26 4 106)% 4 /284100 - /50 + 100+ {/ (45 4 105)°

<l|lz—yl[-1-1=|z—y|.

<

:|J}—y|- \6/

Kolokwium 57 -2- Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2017/18

Zadanie 08 (20 punktow)
Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= /23 +10%. Dowiesé, ze dla do-
wolnej liczby rzeczywistej dodatniej C' istnieja takie liczby rzeczywiste z, y, ze

[f (@)= fW)|>C [z —y|.
Rozwigzanie:

Przyjmijmy x =—10 oraz y=—10—¢, gdzie liczba rzeczywista dodatnia ¢ bedzie spre-
cyzowana pézniej. Wowczas |z —y| =€, a ponadto

289

£2/3

|f(z)— f(y)] = V300 + 3062 + 3 > /300e > v/289¢ = /289 - /z = e=

/289

-2/3

Jr—yl=C-lzr—yl,

o ile zatozymy, ze

/289

C - W 5
czyli kolejno

C )
3 3/2
o <\/289> |

23 _ V289

C

17
032

€
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Zadanie 09. (100 punktéw)
Dana jest taka funkcja f:R—R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z, y zachodzi
nieréwnosé

(@)= fy)l < (z—y)*.

Udowodni¢, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnos¢

’f( 16/,:16 1 1016) _ f< 16/416 ¢ 1016) <(z—y)'S.
Rozwigzanie:
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x <y oraz dowolnej liczby naturalnej n oznaczmy
L y—z
=T+
n

dla :=0,1,2,3,...n. Odnotujmy, ze przy tych oznaczeniach zo=z, x, =y, a ponadto
x;—x;_1 = (y—x)/n. Tak wiec punkty z; dziela przedzial [z, y] na n przedzialéw rownej
dhugosci.
Korzystajac z nierownosci tréjkata oraz z zatozen o funkcji f otrzymujemy:
n n n 9
[f (@)= f) = D2 (f (@) = flaim)| < DI () = i) | <D (wi—wi0)" =
i=1 i=1 i=1
_Z”:(y—rv)z (y—=)°

= — .

n

i=1
Udowodnilismy wiec, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x <y oraz dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi nieréwnosé

(z—y)
7o)~ fl < T
co po ustaleniu x, y i przejsciu z n do 400 daje

[f(x) = f(y) <0,

wobec czego
|f (@)= f(y)|=0

i w konsekwencji f jest funkcja statg.
A skoro funkcja f jest stata, to nieréwno$¢ podana w tezie zadania jest oczywiscie
spelniona.
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