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KOLOKWIUM nr 98, 21.12.2017, godz. 14:15-15:45

Zadanie 10, (15 punktéw)
Udowodni¢, ze réwnanie
10 =x-7°

ma co najmniej dwa rozwigzania rzeczywiste.
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje pomocniczg f:R — R zdefiniowang wzorem

flz)=10"—z-7%.
Funkcja ta jest ciggta, a ponadto zachodzg nieréwnosci:
f(2)=10*-2-7=100-98 >0,
f(3)=10*>-3-7*=1000—3-343 <0
oraz
f(4)=10*—-4-7"=100"—-98%>0.

7 wlasnosci Darboux funcji ciggltych wynika, ze funkcja f przyjmuje wartos¢ 0 w prze-
dziale (2, 3) oraz w przedziale (3, 4). Pozostaje odnotowaé, ze punkty zerowania sie funk-
cji f sa rozwigzaniami réwnania danego w tresci zadania.
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Zadanie T 1. (25 punktow)
Dana jest taka funkcja f:R —R, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby
catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

Flatn)—f@)] <

Dowiesc, ze funkcja f jest okresowa.

Rozwigzanie:
Dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodza naste-
pujace nieréwnosci (korzystamy z nieréwnosci tréjkata oraz z zaltozen o funkeji f):

[fx+1) = flo)| =[f(x+1) = flz+n+1)+ flz+n+1) - f(2)] <

<|flx+1) = fle+n+1)|+|f(x+n+1)— f(x)] <71+n—1|—1’
czyli . .
’f($+1)—f($)’<g+r+1-

Wobec dowolnosci n otrzymujemy

|f(z+1) = f(z)|=0,
skad f(x+1)= f(z). Zatem funkcja f jest funkcja okresowa o okresie 1.
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Zadanie T 2. (20 punktow)
Dana jest funkcja f:R— R okreslona wzorem f(x)= %/22+1032. Dowies¢, ze dla
kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z =yl

Rozwigzanie:
Sposéb 1

Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
a2 — 32 — (a—b)-(a+b)- (a2+62) . (a4—|—b4) . (a8+b8) . <a16+b16> :
ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
32 _ 132
a’*—b

(a+b) (a2+b2)- (a*+bY) - (a5+b5) - (al6 +b16)

Przyjmujac a = /2241032 oraz b= 3Yy?+ 1072, zauwazamy, ze a—+b > 0 i przeksztalca-
my lewa strone dowodzonej nieréwnosci:

7))l = | ¥aTrT0m - e 10m

($2+1032)_(y2+1032)
(3\2/x2+1032+ 3\2/y2+1032>-( 19/22 11052 + 1§/y2+1032).<§/xz+1032+ ?/y2+1032>-

a—b=

(Va0 + Y7 +10%) - (Va2 + 102 4 42 +107)
_ [z —yl-lz+y|
(3\2/x2+1032+ 3\2/y2+1032)-<1\6/x2+1032+ 1\6/y2+1032>-(§/x2+1032+ \8/y2—|—1032)-

(1)

_(\Ax/x2+1032+ <1/y2+1032) , (\/x2+1032+\/y2+1032) :
Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac rownosé |z| = V2 otrzymujemy:

[z +y| < |17|+|y|:\/$2+\/3;< 22 +10324/y2+10%2,

[z +y|
\/x2+1032+\/y2+1032

skad

Ponadto zauwazamy, ze
1 _ 1 11 @)
Y2 +1024 2102 Y0+102+ Y0+102  10+10 20°

Analogicznie

1 1 1 1
< = p— y
W2 +102+ 2 +102  N04+102+ V0+102  100+100 200
1 _ 1 B 1 !
Va2 +102+ 21102 Y0+102+v/0+10%2 10000410000 20000

()
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oraz
1 1 1 1

< = = .
Va2 +10%2 + Y2+ 102 V0+102+v0+10%2  1084+10%  2-10°

(6)

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:
[z —yl- [z +yl
( /2 L1032+ Y21 1032) : ( /02 11032 4+ W2+ 1032) : (\8/952 11032+ &2+ 1032) :

.(\4/3;24_10324_ {4/y2+1032) : (\/x2+1032+\/y2+1032) N

1 1
= | — . . .
vyl Va2 +1032+ ¥/y?+10%2  Va?+10%2+ /2 +10%
. ! , ! , |z +9]
V2 +10%2 + Jy?+10%2 Va2 4+10%2 + V2102 22410324 /y2 + 107 =
1 1 1 1 — —
<lo—yl- P | S

20 200 20000 2-108 = 16-10% ~ 1016

Sposob 11
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
15
a2 32 — <a16+b16) . (a16 _b16> _ (a16+b16> (a—b)- ZakaS—k ’
k=0

ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
32 _ 132
a’>*—b

a—b= 5 :
(a'6+b16). S akbts—+
k=0
Przyjmujac a = /2241032 oraz b= 342+ 102, zauwazamy, ze a+b > 0 i szacujemymy
lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréwnosci (2):

f(2) — fy)| = | ¥+ 10% — Fy2+ 102

(ZL’2 + 1032) _ (y2 + 1032)

(\/x24—10324—\/y24—1032),;f;(:gygaq:15§§>k(:%yggjpifpg)l5—k -

_ [z —y|- [z +y| <
= 15 k 15—k
(VaZ+ 102+ 7 +10%) - 3 (Va7 +102) (%2 +102)
k=0
B |z —y < |z —y| _
T k 15—k > 15 k 15—k
> (VaTH107) (R +102) > (V0+10%) ( %0+10%)
k=0 k=0
_ eyl lr—yl eyl
15 L1015 16
8 s 16-10 10
k=0
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Zadanie 13 (240 punktéw)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kres gérny zbioru

kmn
Z:{W k,m,nEN} .
Rozwigzanie:
7 nierownosci miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng zastosowana do szesciu liczb
k?/3, k*/3, k*/3, m3/2, m?/2, n® otrzymujemy
6/ k6mSnb  k*+m3+nb
< ;
108 6
kmn__ V108
K24+m3+né = 6

Zatem liczba V/ 108/6 jest ograniczeniem gbérnym zbioru Z. Wykazemy, ze jest to ogra-
niczenie najmniejsze. W tym celu rozwazmy nastepujace ciggi liczb:

n; =107, m; = V2-10%] | ki = [V3-10%] .
To prowadzi do nastepujacego ciggu elementow zbioru Z:

Rmit ™ (Vs () 4 () (VB + (V241 O

Odpowied?: Kres gérny zbioru Z jest réwny /108 /6.

czyli
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