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KOLOKWIUM nr 60, 11.01.2018, godz. 14:15-15:25

Zadanie T € « (20 punktéow)

Rozwazamy graniastostupy prawidtowe o podstawie sze$ciokatnej i ustalonej objetosci.
Rozstrzygnaé, ktory z nich ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej. W odpowiedzi
poda¢ iloraz wysokosci do krawedzi podstawy.

Rozwigzanie:

Niech V' bedzie ustalong objetoscia, a a krawedzig podstawy graniastostupa. Pole po-
wierzchni podstawy jest wowczas réwne 3v/3-a?/2, co daje wysoko$é réwna

2V
_3\/§-a2'

Pole powierzchni catkowitej jest wowczas réwne

2V 4V
=3v3-a*+ .
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Zauwazmy, ze

Ponadto

, 4V
P(a):6\/§~a—m,

32V
a= ¢/ 2
9

i dla takiej wtasnie dtugosci krawedzi podstawy pole powierzchni catkowitej graniasto-
stupa osiaga minimum. Wowczas

h_ 2V g
a  3v3-a3 3v3-2V/9

Odpowiedz: Najmniejsze pole powierzchni ma graniastostup, w ktorym stosunek
wysokosci do krawedzi podstawy jest réwny v/3.

skad P'(a)=0 dla
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Zadanie 1 8. (40 punktow)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé
1
sin®'"(3z) -sinz > 7

Rozwigzanie:

Rozwazmy funkcje f okreélong wzorem
f(z) =sin*'"(32) -sinx .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f(x) =2017-5in**'%(3z) - cos(3z) - 3- sinx +sin®"*"(3z) - cosz =

=6051-sin?"(3x) - cos(3) - sinx +sin**" (3z) - cosz .

Poniewaz 1
T
5)=3
oraz
f’(g)—6051-sin201672r-cos72r-sing—i—smmNz 0088—6051 1-0- 5+1 ‘2[\/_#)

funkcja f osiaga w punkcie m/6 wartosé 1/2, ktora nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/6) #0. W szczegblnodei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi
osiagaé w poblizu /6 takze warto$¢ wieksza od 1/2.

Uwaga:

Poniewaz f'(w/6) >0, funkcja f ma maksimum lokalne (i jak sie okazuje, globalne)
na prawo od 7/6. Jednak doktadniejsze jego zbadanie bez uzycia komputera okazuje
sie niezwykle trudne. Pochodna funkcji f zeruje sie bowiem w punkcie (w przyblize-
niu) 7/6+0,0000954, a sama funkcja f osigga tam maksimum w przyblizeniu réwne
0,5000413. Jest to wartosé¢ tak nieznacznie przekraczajaca 1/2, ze niewyobrazalne wydaje
sie rozwigzanie zadania przez bezposrednie szacowanie wartosci funkcji f w konkretnym
punkcie.

Jesli posuniemy sie nieco dalej na prawo od punktu 7/6, zobaczymy, ze funkcja f
dosy¢ szybko maleje, mamy na przyktad

f (g+0,001> ~0,49634
oraz

f (g +0,01) ~0,20519 .
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Zadanie 19. (60 punktow)
Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
e’ +1
=1 .
J@)=ln (ex — 1>
Funkcja g jest ztozeniem 2018 egzemplarzy funkcji f:

g(x) = F(F(f(C--f(f(2))-)) -

Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ (\/E) jest wymierna.
Rozwigzanie:
Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu

I <6x+1)
y= er—1/) "

Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych
e’ +1

Ter—1’

e-e¥—eV=e"4+1,

eY

e-e¥—e"—eV=1.

Poniewaz ostatnie réwnanie nie zmienia si¢ przy zamianie x i y, krzywa opisana tym
rownaniem jest symetryczna wzgledem prostej o réwnaniu x = y. To oznacza, ze funkcja f
jest odwrotna sama do siebie, czyli f(f(z)) =z dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej .
W konsekwencji g(z) =z dla >0 1 ¢'(z)=1. W szczegdlnosci ¢ (\/E) =1 jest liczbg
wymierna.
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