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500.30. Udowodni¢ nieré Sci <arctghl —arctgd9 < —— .
. .owo ni¢ nieréwnosci oo < aretg arctg 1201
Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkeji f(x)=arctgr na przedziale [49, 51] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (49, 51),
ze

arctghl —arctgd9 = (51—49)- f'(c) =2 f'(c) .

Poniewaz .
I —
f (:C) - LUZ i 1 ’
z nieréwnosci 49 < ¢ < 51 otrzymujemy
1 2 2 2 2 2 1

= = < tgdl —arctgdd = —— < = =
1301 2602 512+1 arctgol marcte®d = a1 19241 2402 1201°

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.
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500.31. Udowodni¢ nieréwnosci 9 <In9—1In8 < 3
Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkcji f(x)=Inz na przedziale [8, 9] wynika istnienie takiej liczby c € (8, 9), ze
In9—In8= f'(c).
Poniewaz

1
/
xr)=—,
fla)=-
z nieré6wnosci 8 < ¢ <9 otrzymujemy

1 1 1
§ < ln9—ln8:f’(c):E < g,

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.
500.32. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem f(z)=+vx?+9. Dowiesc,
ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—4, 4] zachodzi nier6wnosé
4
(@)= Fl<z-lv—yl.

Rozwigzanie:

Sposob I:

Nalezy udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—4, 4] zachodzi nie-
rownos¢é

’\/:E2+9—\/y2+9‘ <§-|x—y| .

Przeksztatcamy lewa strone dowodzonej nierownosci:

o= yro|=| o ro - fyrg| VEEITVEAD

VaZ+9+V2+9
2,2
I et R |z +y| _
Va2 +9+/42+9 Va2 +9+v4%+9
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Dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nos¢
[z +y| 4
VaZH9+VyP+9 5]
ktora jest rownowazna nieréwnosci

[z +y| < g- (\/x2+9—|—\/y2+9> .

Powyzszg nieréwnos$¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnosci tréjkata, wykorzystujac
réwnosé |x| =+/z? oraz uwzgledniajac nieréwnosci 22 <16 i y* < 16:

9x2 1622 9y?  16y?
< =\/22 4 == = <
[z +y| <|z|+|y| =22+ /y ¢25+-25-+ o5 T or
9-16 1622 [9-16 1642 [16 16
< =)= (2249 (24 9) =
\/25+25 +\/25+25 \/25 <m+)+\/25 (v*+9)

:;l-(\/a:2+9+\/y2+9> :

Sposob 11:
Dla x =y dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rozniczkowego wynika réwnosé

|f (@)= fW)l=1f () Jx =yl
gdzie c lezy miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla
dowolnej liczby x € [—4, 4] zachodzi nier6wnosé

4
@<z
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:
2z x ||
|f/($)‘ - P} - 2 = 2 ?
2-vV22+9|  |[Va2+9| Va?+9

co jest oczywiscie mniejsze od 4/5 dla z =0, natomiast dla z # 0 mozemy kontynuowaé

oszacowania:
2] R /22 B 1 g 1 B 1 B 4
Vi 9 Var+9  1+5 1+ (/25716 5

500.52. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e —1+In(l—x)

dla z#0
)= ” g
A dla z=0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:

Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
f)=f(0) . SEEEE A et =1+ In(1—h) - AR
————~ =lim )

! . _
£0)= ilzlir(l) h h—0 h i hi
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Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0°
zastosowac regute de I’Hospitala.

oy g € T =3
f( )_hll}/(l) 4h3

Przy h — 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastoso-

0 ?
wac regute de I’'Hospitala.

eh— Lo —6Ah
/ T (1—h)?
F(0) = Jim, 1212

0

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wiec po raz trzeci zastoso-

wac regute de I’'Hospitala.

h 2
e’ — —=5—6A
0) = i (1—h)
f10) = Jin 24h
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz ’166‘4, co ma postac nieoznaczona % dla A=—1/6. Wow-

czas mozemy po raz czwarty zastosowac¢ regute de 1’Hospitala.
0) = 1 ¢" — oy D
JO) =l —— =5

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=—1/6 i wowczas f/'(0) = —5/24.
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