Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2017/18

Kolokwium nr 54: czwartek 23.11.2017, godz. 14:15, material zad. 1-210, 501-645.

5. Kresy zbioréw.
Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach 16.11.2017 (do 17:00), 20.11.2017 (grupa 1 luz).

596. Zbiory A i B sa niepuste i ograniczone. Zbior B jest skonczony i wszystkie jego
elementy sa rézne od 0. Czy zbiér {§: a€ A, b€ B} musi by¢ ograniczony? Odpowiedz
uzasadnic.

597. A jest takim niepustym zbiorem ograniczonym liczb rzeczywistych, ze
infA =—3, supA =2. Jakie wartosci moga przyjmowaé kresy zbioru {|a|: a € A} ? Od-
powiedz uzasadni¢ przyktadem lub dowodem.

598. Podac przyktad takich zbiorow A, B, ze infA =2, supA="7, infB =3, supB = 10,
inf(ANB) =4, sup(ANB)=6, ANN=BNN=.

Przeczytaj ponizsze warunki. Ktére z nich sa rownowazne temu, ze g =supA ?

599. (v a<g>/\(‘v’ 3 a<g+5>
acA e>0acA

600. <g A —g| <
(o<a)r (g, 3o-sl<e)

601. (v a<g>/\(‘v’ 3 a>g—2€>
acA e>0acA

602. (v a<g>/\(v 3 a>g—;)
a€A e>0acA

603. (‘v’ a<g>/\< v 3 a>g—i>
a€A neNa€A

604.(‘v’a<g>/\<v an(g—a)<i>
a€A neNa€A

605. (v a<g>/\<v 3 (a—g)2<€>
a€A e>0acA

606. (‘v’ a<g>/\(‘v’ 3 (a—g)2<5>
a€A e>0acA

607. (v a<g)/\(v 3 a>€>
acA e<gacA

608. (v a<g>/\(v 3 a>g—€>
acA e<gacA

609.(‘v’a<g>/\( W E|a>g—5>
acA 0<e<lacA

610. (v a<g)/\(v 3 a>g—5)
acA e>0acA

611. (Va<g A\

/-~

= a>g—€>
e20a€cA
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(vo<g)n(y 3b>e
ac€AbeA

(ses)n
acA acAbeA

616. (EI a<g>/\(‘v’ Ja>g—c¢
acA

e>0a€A

)

vV 3 b>9+2“)

)

W kazdym z ponizszych zadan podaj kresy zbioru Z oraz okresl, czy kresy naleza

do zbioru Z.
3 5
617. Z:{—Q:m,neN}
n m
mn?
618. Z={—— mmnecN
m2+n?

619. Z={lz+y[—|z[—y|: v,y eR}

620.Z:{ “ 3 mnEN}
621. :{m2+9n2 mnEN}
622. :{m +5n° :m,neN}
mn
623.2:{3m +7n’ m,nEN}
624. :{m+”
mn
625. 7 = { m,nEN}
m24+n2+1"

Niepotrzebne skreslic.

W kazdej parze ramek tylko jedna zawiera sensowne uzupelnienie tekstu matematycznego.

m,n,p €N A m?>2p* A n? >3p}

TWIERDZENIE 626. Niech A i B beda niepustymi zbiorami ograniczonymi. Niech

C={a—b: ac ANbe B}. Wtedy infC' =

Niech d=infA i g =supB. Wtedy z warunku d =infA wynika, ze

=

acA

a<dla>=d

Dowod:
1
( ) aZ/A
oraz
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(2) vI3|lv|3l|la<dtela>d—¢].

e>0]e>0] [acAlacA
Podobnie z warunku g =supB wynika

(3) v]3llb<glo=g

beB|beB
oraz
(4) V]3] v]3|b<gtelb>g—e].
e>0]e>0] |beB|beB

Chcemy wykazac, ze infC = e, gdzie e : , czyli, ze

(5) V|3 ||lc<elcze

ceClceC
oraz
(6) v[3|lv]3]lc<etele>e—el.
e>0]e>0] [ceC|ceC

W dowodzie warunku (5) skorzystamy z (1) i (3).]

Zakladajac (5) wykazemy prawdziwos¢ warunkow (1) i (3).]
’Dowolnallstnieje‘ liczba ce C postaci c=a—b, gdziea € Aibe B. Z nie-
rownosci ’a < dla > d‘ i ’b < g|b> g‘ otrzymujemy
, co dowodzi (5).
’ZaléZmylWykaZemy‘ teraz prawdziwosé warunku (6).

Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnig. Wtedy‘

Zmnajdziemy taka liczbe dodatnig ¢, dla ktérej‘

istnieje a € A takie ze ’a > d—sla <d+ 5‘ oraz b € B takie, ze
b< g+€|b >g—=|. Zatem liczba ¢ =a—b spelnia nier6wnos¢
c<ete | c>

, co konezy dowdd warunku (6).

W kazdym z ponizszych zadan podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy nalezg do zbio-
ru

627. A= { 5 :nGN} infA= .................. SupA= ..................
n
628.32{(2 nEN} infB=.................. supB= ..................
n
(1) |
629. C' = . neNy infC=.................. supC'= ...l
1 n
630.D:{<3> nEN} infD=.................. supD= ..................
631.E:{ nEN} infE=................... supE=...................
632. A= infA=............... A= ... ...
i {n2 a0 EN) P
633. B= infB=............... B=...............
{n2 40n+370° "EN} " i
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1
634. C:{ : N} nfC— ... Ce
w—d0n+390 S P
635 D—{ ! : GN} inf D = D=
. = n2_40n+410 n 1mn . sup T e e e e
636. E { ! eN} inf B
. = : 1mn e R
n2—40n+430 SHp
637.F:{m:m,n€N/\3"2<2m2<5”2} infF=.......... supF=..........
n
638.G:{m:m,neN/\4"2<2m2<8"} infG=.......... supG= ..........
n
639. H:{m: m,neN A 9”2<3m2<27”2} infH=......... supH=.........
n
640. ]:{m: m,neN A 16"2<2m2<32”2} infl=.......... supl=..........
n
641. J—{m: mneN A 27"2<3m2<81"2} nfJ— SUPT= eerrnnnn.
n

642. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{1' m,nEN}.

m2—3n2’

643. Podaé¢ przykltad takiego niepustego zbioru ograniczonego A, ze 0 <sup A<1
oraz sup {a*: a € A} =sup A.

644. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

k-m?-n?
Z:{]{:3_|_7/n’6_‘_/n,9 kjmanN} .

645. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

mn
A L N}.
{4m2+9n2 m,n €
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