Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2017/18

Egzamin, 18.06.2018, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)
Funkcja ciggta f:R—R jest dwukrotnie rézniczkowalna na zbiorze R\ {3}, a jej
pochodna drugiego rzedu jest dana wzorem
f"(z)=2 dla  xeR\{3}.
Ponadto wiadomo, ze f(z) ==z dla z€{0,2,4}. Wyznaczy¢ f(5).
Rozwigzanie:
Poniewaz
d2
dzx?
a funkcjami o drugiej pochodnej réwnej 0 sa funkcje liniowe, funkcja f jest okreslona
wzorem

=2,
v+ Az+B dla 1€ (—00,3)
flz)= (%)

?+Cz+D dla x€[3,+00)

Przy tym ciagtos¢ funkeji f w punkcie 3 wymaga zgodnosci wartosci okreslonych poda-
nymi wyzej wzorami dla z =3, czyli musi zachodzi¢ réwnosé

3A+B=3C+D. ()
Warunki f(x) =z dla x € {0, 2,4} sprowadzaja si¢ odpowiednio do
0=28, ()
2=4+2A+1B, (@)
4=16+4C+D. 'Y
Rozwiazanie uktadu otrzymanych czterech réwnan (&), (&), (©) i (#) prowadzi do
A=-1, B=0, C=-9, D=2,
Ostatecznie
L dla z € (—o0,3)
)= (+3)
r*—9x+24 dla z €3, +00)

Zatem f(5)=4.

Punktacja standardowych rozwigzan:

Punkty za wskazanie mozliwej postaci funkcji f (max 5 punktéw):
e Podanie wzoru 22 — 1 punkt za cale rozwigzanie
e Podanie wzoru 22+ Az + B — 3 punkty za cale rozwigzanie

e Podanie wzoru (%) — 5 punktéw i mozliwo$é zdobycia punktéw za dalsza czesé
rozwigzania

Punkty za dalsza czes$é rozwigzania pod warunkiem podania wzoru (x):
e Podanie réwnania () — 2 punkty (razem 7 punktéw)
e Podanie réwnan (), (V)i (#) — 1 punkt (razem 8 punktéw)
e Wyznaczenie A, B, C', D — 1 punkt (razem 9 punktéw)
e Wyliczenie f(5) — 1 punkt (razem 10 punktéw)
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)

Wyznaczy¢ zbior wszystkich wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktérych catka
oo
p

niewladciwa / dx jest zbiezna.

, s A
Rozwigzanie:
Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy

e’} 1 0
xP xP xP
dr = dx + dx
J x4 x¢ 4 x™ 4 x¢ ’ x4 x¢

Zbadamy, dla ktorych wartosci parametru p catki wystepujace w powyzszej sumie sg
zbiezne. W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy
z kryterium poréwnawczego dla catek niewtasciwych.

Otrzymujemy

1 1
P
/ T dx < =
™+ ¢ 0—|—xe
0 0

oilee—p<1, czylip>e—1.
Ponadto .

oilee—p>1, czyh <e—1.

Podobnie
P P d
/ * dx</ v dx:/ ’ <400,
J xT e / 2™ +0 J P

oilemr—p>1, czylip<m—1.

Ponadto - -
/ / 1 / dx
x —_— — . frg
x™ + Ie ™ + ™ 2 TP
1 1 1

oilem—p<1, czylip>m—1.

Whiosek: Jezeli e—1<p<m—1, to obydwie caltki powstate z podziatu przedziatu
catkowania sa zbiezne, a wiec i wyjsciowa catka jest zbiezna. W przeciwnym razie jedna
z tych catek jest rozbiezna, a zatem wyjsciowa catka jest rozbiezna.

Odpowiedz: Podana calka jest zbiezna dla pe€ (e—1, 7 —1).

Punktacja standardowych rozwigzan:

e Podzial przedziatu catkowania — bez punktéw (kazdy to powinien wiedzieé)
e Kazde z 4 szacowan — po 2 punkty

e Wyciggniecie wnioskow z oszacowan i sformutowanie odpowiedzi — 2 punkty
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Zadanie 1 3. (10 punktéw)
= on?42
Starannie sformuluj kryteria, z ktérych korzystasz i szczegétowo je uzasadnij.
Rozwigzanie:
Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych, ktore wymaga spelnienia nastepujacych trzech
warunkow:

Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu Z

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.
Spetnienie tego warunku jest oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

n % 0 0
= — e .
n*+2 1+% 140

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
W celu udowodnienia tego warunku udowodnimy nieréwnosé
n_ . n +1
242" (n+1)2+42’
ktora jest rownowazna kolejnym nierownosciom:
n- (n2+2n+3) >(n+1)- <n2+2) ,
P40’ +3n>n 4+ n’+2n+2,

n+n=2,
co jest spetnione dla kazdego n > 1.
W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
Punktacja standardowych rozwigzan:

e Sformultowanie kryterium Leibniza i stwierdzenie, ze 1° zachodzi — 2 punkty
e Sprawdzenie 2° — 1 punkt

e Sprawdzenie 3° — 7 punktéw
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Zadanie 14 (10 punktow)

Obliczy¢ catke oznaczona /
V1tV
Rozwigzanie:
Wykonujae podstawienie ¢ =1/1++/z, czyli z=(t2—1)" i formalnie dz=4(3—1t) dt,
otrzymujemy
32 4 28 16

=228 4 ="" =
3 s 3+ 3 3

4¢3
—1dt———4t

O/J% /4 ;t _4/t2

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartosé¢ 16/3.

t=1

Punktacja standardowych rozwigzan:

o Wskazanie wlasciwego podstawienia — 1 punkt
e Wykonanie podstawienia — 6 punktéw (w tym 2 za granice catkowania)

e Obliczenie wartosci catki — 3 punkty
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Zadanie 19 . (10 punktéw)
9

Obliczy¢ catke oznaczona / arctg vz dx. Pamigtaj o uproszczeniu wyniku.
1

Rozwigzanie:
Podstawiamy x = t*, czyli formalnie dx = 4¢3 dt:
9 V3
/arctg Ve de = /4t3 -arctg tdt .
1 1
Nastepnie wykonujemy catkowanie przez czesci:

V3 VB
4t -arctg t dt =t* - arctg ¢ —/ dt =
/ arctg arctg P
1 t=1 1
V3 V3
t—1+1 T m 9 1
:9-arctg\/§—arctg1—1 t2+ldt:9-3—4—1/t —1—|—t2+1dt—
V3
- 3
:37T—Z— g—t—karctgt =
t=1
3-v3 1
:37T—Z—<;)/_—\/§+arctg\/§—3+1—arctg1>:
T ™ 2 7 ™ 2 8r 2
=3r———V3 3——c+-=3r——=——2
I e R R ik ik R Sl B

8
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 5~

[GVRIN

Punktacja standardowych rozwigzan:
e Wskazanie podstawienia — 1 punkt
e Wykonanie podstawienia — 2 punkty
e Wykonanie catkowania przez czesci — 5 punktéow

e Obliczenie wartosci catki — 2 punkty (w tym 1 za uproszczenie wyniku)
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)

o Y - N
Obliczy¢ catke oznaczong /44_2. Pamietaj o uproszczeniu wyniku.
i+
1
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 1 _Azx+B C D

w2’ (2241)-22 2241 oz 22’
1:(A:U+B)-x2+C-x-(:L'2+1)+D-(m2+1),
1=Ax*4+ Ba*+Ca*+Cx+Da*+ D,

0 = A+C
0 = B+D
0 = C
1 = D
Stad otrzymujemy A=0 oraz B=—1.
Wobec tego
V3
fdx f1+1d t ! tgV3— - +arctg 141
——= [ ———+ —dr=—arctgr—— = —arc — —+arc =
1x4+$2 / 2241 a2 - & V3 &
=1
o 1 +7T+1_1 1 s
3 V3 4 7 V3 127

. rd . 7’ 7/ 7T
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 1 — —

V3 12
Punktacja standardowych rozwigzan:

e Zapisanie postaci ogdlnej rozktadu na utamki proste (¥) — 2 punkty
e Wyliczenie A,B,C,D — 2 punkty
e Wykonanie catkowania (poprawna funkcja pierwotna) — 4 punkty
e Obliczenie wartosci catki — 2 punkty (w tym 1 za uproszczenie wyniku)

Jezeli podana posta¢ ogdélna rozktadu na utamki proste jest btedna lub niepeina
(np. pominigte sa wspoétezynniki, ktére w tym wypadku okazuja si¢ by¢ zerami), na-
wet przy poprawnej dalszej czesci rozwigzania i poprawnym wyniku koncowym ocena

za zadanie nie moze by¢ wyzsza niz 4 punkty. Nie dotyczy to rozwigzan, ktore
omijajg koniecznosé rozktadu na utamki proste i sg catkowicie poprawne.
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Zadanie 21 . (10 punktéw)

Obliczy¢ warto$é¢ catki / cos'z dz.
0

Rozwigzanie:
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometrycz-
nej.

Przyjmijmy

z=cosx+1sinx,
co daje
n . n . P A
2" = cosnx +isinnz, 2z " =cosnr —isinnx, cosnx =

Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:

—1\ 10
2T+ 2z
COSlOZL' = < +2 ) =

B 21041028 + 4525 412024 + 21022 +252 4210272+ 120274 + 45276 + 1028 42710
B 1024 B
~cosl0x  5Hcos8x  45cos6x  15cosdr  105cos2z 63
~ 512 256 0 512 64 256 256
Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze catka z cosinusa po pelnym

okresie jest zerem, pozwala wydatnie uproscié¢ obliczenia):

]coslow d — Tcos10z . Hcos8x . 45cos6x i 15cosdx N 105cos2x N E d — 6377r
) 512 256 512 64 256 256 256

0

Odpowiedz: Podana caltka ma warto$¢ 63m/256.

Punktacja standardowych rozwigzan:

o Wyprowadzenie tozsamosci trygonometrycznej — 6 punktow

e Obliczenie wartosci catki — 4 punkty
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Zadanic 22 (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)

lim n?- ({”/n+1+ 2+ 3+ n+a+.. +8m—2+ \3/8n—1+\3/8n)

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

™ ™ ™ ™
1 . 1 k 1 k
an. ‘3/n+kf:np+l'*'z‘3/n+k:np+4/3'*'z 3 1+:np+4/3..2f<1+> ’
k=1 o (- n no n
gdzie f(z)= Jw.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-

dajace ciagowi podzialow przedziatu catkowania na 7n przedziatéw réwnej dtugosci 1/n
daza do calki oznaczonej:

8 8 8
1 n k 3
lim —- ]_—|—— = x)dr = 3Id$:*'$4/3
kzlf( 3 [rarde= [Vado=3

n—oon
1

3 3 3 45

r=1
Powyzsza wartos¢ bedzie granica rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-
razeniu nP™%/3 bedzie réwny 0, czyli dla p=—4/3.

Odpowiedz: Dla p=—4/3 dana w zadaniu granica ciagu jest réwna 45/4.

Punktacja standardowych rozwigzan:

17n

k
-y J1+- — 3 punkty
k=1 n

e Wskazanie p=—4/3 — 2 punkty

e Dojscie do n?+4/3.

e Podanie catki oznaczonej bedacej granica ciagu sum Riemanna — 3 punkty

e Obliczenie calki i udzielenie odpowiedzi — 2 punkty

Jezeli nie zostata podana prawidlowa warto$¢ p=—4/3, ocena za zadanie nie moze
by¢ wyzsza niz 4 punkty.
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Zadanie 23« (10 punktéw)

Wyznaczy¢ promien zbieznosci zespolonego szeregu potegowego

2 2
n" .2z

> “)

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do szeregu (1) traktowanego jako zespolony szereg
liczbowy z parametrem z.

Otrzymujemy

nn’ . zn? nt.z"

(nh)"

Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do rzeczywistego ciagu liczbowego (b,,).
Otrzymujemy

n

_ et

=b,.

n! n!

bosr (1)t o (1) () N
- : = :<1—|—) |zl —e- 7]
by, (n+1)! n"-|z|n (n+1) n

przy n — oo.
Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazéw ciagu (b,) réwnej e-|z|.

Jezeli e-|z| <1, czyli |z| <1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta b, —0< 1, skad
na mocy kryterium Cauchy’ego szereg (1) jest zbiezny.

Jezeli zas e-|z| > 1, czyli |z| <1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta b, — +00 > 1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego szereg (1) jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny 1/e.

Odpowiedz: Dany w zadaniu zespolony szereg potegowy ma promien zbieznosci 1/e.

Punktacja standardowych rozwigzan:

e Zastosowanie kryterium Cauchy’ego — 3 punkty

e Zastosowanie kryterium d’Alemberta do ciagu (b,) — 5 punktéw, w tym 2 za
wyliczenie granicy e-|z|

e Przedstawienie poprawnego wnioskowania z obydwu kryteriow i udzielenie odpowiedzi
— 2 punkty

Jezeli w podanej odpowiedzi nie wystepuje liczba e, ocena za zadanie nie moze
by¢ wyzsza niz 5 punktow.
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Zadanic 24 . (10 punktéw)

e Z3n
Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego Z W
J— . n
n=1

Rozwigzanie:
Stosujac kryterium Cauchy’ego (mozna tez zastosowaé kryterium d’Alemberta) otrzy-
mujemy
Z?m

(=8)"-n

_ 2P EP

= —_—
8- Wn 8
Jezeli |2[3/8 < 1, czyli |2| <2, to dany szereg potegowy jest zbiezny. Jesli zas |z|*/8 > 1,
czyli |z| > 2, to jest on rozbiezny.
Wobec tego promien zbieznosci szeregu jest rowny 2 i pozostaje zbadaé¢ zbieznosé
na okregu ograniczajacym koto zbieznosci.

n

Niech wiec |z| =2. Wéwezas dany szereg potegowy przyjmuje postaé
i (==*/8)" _ f: w"
n=1 1 sn

gdzie w = —23/8 jest liczbg zespolong o module 1.

Jezeli w# 1, to powyzszy szereg jest zbiezny zgodnie z uogdlnieniem kryterium Leib-
niza o szeregach naprzemiennych.

Natomiast dla w =1 otrzymujemy szereg harmoniczny, a wiec rozbiezny.

Pozostaje rozwigza¢ réwnanie —z3 /8 = 1, czyli 23 = —8. Jednym z rozwiazan jest z = 2,
a pozostate dwa rozwigzania leza na okregu o $rodku w zerze i promieniu 2 w réwnych
odleglosciach katowych — maja argumenty +7/3.

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny w kole o srodku w zerze i promieniu 2 wraz
z brzegiem oprocz trzech punktéow: —2 oraz 14 +/3i.

Punktacja standardowych rozwigzan:

e Wyznaczenie promienia zbiezno$ci — 3 punkty
e Rozwazenie przypadku w # 1 — 3 punkty
e Rozwazenie przypadku w=1 — 2 punkty

e Rozwiazanie rownania w =1 i sformutowanie odpowiedzi — 2 punkty
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Zadanie 29« (10 punktéw)

Niech ((2 ) )
cos((7")-x
e
Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia & udowodnié, ze szereg Z f,§k> jest
n=1

oo
jednostajnie zbiezny, ale szereg Z fékﬂ) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze .
2n it 2n\ |
f(k)(az): (n> *]21;;4(71) x) ,

gdzie jsin jest jedna z funkcji £sin lub £cos. Stad

om k
-k o
Stosujac kryterium d’Alemberta do szeregu
m k
o ()
;an H ;::1(3:)4 (3)
() () _ (?ifz’“ o)
50 I ) A ) R )
C(nD)-20+2)\" [ 2n+1)-2n+2)-(n+1) |1 4Fo4t 928 okt
_< (n+1)? ) '<<3n+1)-(3n+2>-(3n+3)> o T e _< 36 ) —J

Poniewaz 3% =729, zachodza nieréwnosci 2% < 3% <20, Zatem dla k=5 otrzymujemy
g<1. Wobec tego na mocy kryterium d’Alemberta szereg liczbowy (3) jest zbiezny,

otrzymujemy

a w zwiazku z tym szereg funkcyjny Z f}f’) jest jednostajnie zbiezny.

n=1

Odnoszac powyzsze kryterium d’Alemberta do ciggu (2) otrzymujemy g > 1 dla k=6,
skad wynika, ze ciag liczbowy (2) jest rozbiezny do +o0o. W szczegdlnosci

| £~ o0,
o
a w zwiazku z tym szereg funkcyjny Z f7§6) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Odpwiedz: Warunki zadania sg spetnione przez k= 5.
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Zadanie 20 . (10 punktéw)

[e.o]

Rozstrzygnac zbieznosé catki niewlasciwe;j / sina? d.

Rozwigzanie:
Poniewaz zbieznos¢ calki niewtasciwej nie zalezy od zmiany granicy catkowania, w ktorej
nie ma osobliwosci, mozemy dla uproszczenia rozwazac catke

[e.o]

/ sinz? dz .
Nz
Wykonujac podstawienie 2 =/t i formalnie dx = 2% otrzymujemy
/smx dr=—- /ﬂdt.
2 t
\/E s
Catkowanie przez czesci prowadzi do
Fsint 7 1 cost - cost cost  cos 1 Tcost
_ — s
dt—/sint-—dt: dt=1 + —7-/—dt:
) Vi N e CT AT T E 2 e
K t=m s

T

Problem zbieznosci danej w zadaniu catki sprowadza sie wiec do zbieznosci catki

(@)
cost

St

ktora jest zbiezna na mocy kryterium zbieznosci bezwzglednej i kryterium porownaw-

czego:

Odpowiedz: Podana catka jest zbiezna.

cost
t3/2

dt\/t%dmwo bo 3/2> 1.
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Zadanie 31« (10 punktéw)

1
Obliczyé sume szeregu )
Y© SUIIE S2eres ;n-(nﬂ).(ms)

Rozwigzanie:
Roztézmy na utamki proste wyraz ogdlny szeregu:
1 A B C
=t
n-(n+1)-(n+3) n n+l n+3
1=A-(n+1)-(n+3)+B-n-(n+3)+C-n-(n+1),
dlan=0: 1=34, A=1/3,
dlan=-1: 1=-2B, B=-1/2,
dlan=-3: 1=6C, C=1/6.
Zatem

1 1/3 1/2  1/6

n-(n+1)-(n+3) n n+l n+3’
W konsekwencji sumy czesciowe danego szeregu wyrazaja si¢ wzorem

N 1 (13 12 16
;n-(n+1)-(n+3)_z<n_7l—i-l+m>_

n=1

= LBy +— |+ +—= |+
(1/3 1/2 /6) (1/3 1/2 1/6) (1/3 1/2 1/6)

1 2 4 2 3 5 3 4 6

1/3 1/2 1/6 13 12 1/6
+< 15 7 >+"‘+<N—3_N—2+ N>+
/3 12 1/6 13 12 16\ (1/3 1/2  1/6
+<N—2_N—1+N+1>+<N—1_N+N+2>+<N_N+1+N+3>:

/3 1/6 1/6 1/3 1/6 1/6 7 1/3 1/6 1/6 7

1 2 3 N+1 N+2 N+3 36 N+1 N+2 N+3 36
przy N — oo.

OdpowiedZ: Suma danego szeregu jest rowna 7/36.
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Zadanie 32« (10 punktéw)

o0

Dana jest taka funkcja ciagta f:[1, 00) — (0, 00), ze caltka niewltasciwa /f(x) dz jest

i,

zbiezna. Udowodnié zbiezno$é catki

Rozwigzanie:
7 nieréwnodci miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczng otrzymujemy

4f(x):\4/() 1 1 1 <f(:c)+x41w+ﬁ+#_f(x)+3/4

T x): JVE R YERVE R 4 4 24737

skad na mocy kryterium poréwnawczego otrzymujemy zbieznos¢ catki podanej w tezie

zadania:
7’ V(@)
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Zadanie 33« (10 punktéw)

Poda¢ przyktad takiego ciagu (a,), ze szeregi > a, i 3 all! sa zbiezne, a szereg 3 a’
n=1 n=1 n=1

jest rozbiezny. Uzasadni¢ poprawnos¢ podanego przyktadu.

Rozwigzanie:
Przyktadem o wlasnosciach sformutowanych w tresci zadania jest ciag (a,,) zdefiniowany

wzoremnl

{3/2% dla r=1,
Af(m—1)4r = 1
— g—m dla r=23.
Powyzszy ciag prowadzi do nastepujacych szeregow:
Sap=2-l-14ee b2 L 2 L1
= V2 V2 V2 V3 V3 VB3 VA V4 VA
2 1 1 2 1 1 2 1 1

=2-1-1)+|w=r—5=—95=| |92~ 95==—"5=| +
=0+0+04+0+...=> 0=0.
n=1
Odnotujmy, ze wobec a,, — 0 mozemy najpierw sumowac po trzy kolejne wyrazy szeregu,
a potem dodawac¢ otrzymane sumy.

= 29 11 20 1 1 20 1 1

9:29_1_1 _ = — = —_———— = _——_—— ... =
Zﬁ” to Tty Ty T Ty
9 1

512 1 1\ /512 1 1\ /51 1
—(12- 1D+ (i) (o) (o0 =
(512 )+(2 2 2)+<3 3 3)+(4 4 4)

510 510 510 — 1
=510+ -+ = + = 510- ) —=+00. (szereg harmoniczny)
n=1"
IS
n=1
_on 2" 1 1 oo™ o112t 1
=2"—-1-1+ 211/9 — 211/9 — S11/9 +311/9 - 311/9 - 311/9 +411/9 o A11/9 - A11/9 7
2048 1 1 2048 1 1
=(2048—1—-1)+ (211/9 T ot/s 211/9) (311/9 T 311/9 311/9)

2046 2046 2046
911/9 + 311/9 + 411/9 +..

(2048 1 1

A1/9 4119 411/9) - =2046+

=1

=2046- > —775 <+o0.
n=1"7

(bo 11/9>1)
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Zadanie 34 (10 punktéw)
Rozstrzygnac, czy warto$¢ catki oznaczonej

5
/\3/x2—|—11 dx
3

jest mniejsza czy wigksza od 6.
Rozwigzanie:
Oznaczmy przez f funkcje podcatkows:

flz)= Va2 +11.

Woéwezas
f/(x)ZQ;- (x2+11>_2/3
oraz
f”(x)zg- ($2+11)_2/3—8x2-(x2—|—11>_5/3:
_ 207422 <x2—|—11)_5/3—89$2- (x2+11)_5/3= 6x2+696—8g;2 ' (x2—|—11>_5/3=
:_2x;+66-(w2+11>_5/3:(33—332)-3-(1’24—11)_5/3 > 0, oile 22<33,

skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale {—\/ﬁ, \/ﬁ} zawierajacym
interesujacy nas przedzial catkowania [3, 5].

Poniewaz f(4) =3, wykres funkcji f w przedziale catkowania lezy powyzej! stycznej
do wykresu w punkcie (4, 3). Wobec tego

fx)>3+f'(4)-(x—4) dla  z€(3,5)

i w konsekwencji

5 5
/\3/x2—|—11dx>/3+f’(4)-(x—4) dr=6.
3 3

Wartosé¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykona¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest wigksza od 6.

Uwaga: Faktycznie podana catka ma wartos¢ w przyblizeniu rowna 6,005.

ITakie sformulowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnoéci wymagaloby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznoéci lezy na stycznej, a nie powyzej niej.
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Zadanie 3O« (10 punktéw)

[e.o]

Podaé przyklad takiej funkcji ciagtej f:[0, oo) — [0, 00), ze calka niewlasciwa /f(a:) dx
0

jest zbiezna, ale calka / f(x)*dx jest rozbiezna.
0

Oczywista oczywistosé: Uzasadni¢ poprawnosé¢ podanego przyktadu.
Rozwigzanie:
Niech f bedzie réwna zero poza malymi otoczeniami liczb naturalnych, gdzie jej wykres
stanowia ramiona waskiego i wysokiego trojkata réwnoramiennego o podstawie lezacej
na osi OX. Niech wokot liczby n ten trojkat ma podstawe 1/4™ i wysokosé 2". Jego pole
jest wowcezas réwne 1/2"! co po wysumowaniu szeregu geometrycznego prowadzi do
> 1 1

7f(x)d:czz

ot on+1 o 92"

Wykres funkcji f? wokoét liczby n jest wowcezas krzywoliniowym tréjkatem o parabo-
licznych ramionach (a doktadniej: wykres stanowia ramiona tego trojkata). Jego podsta-
wa jest rowna 1/4™, a wysokos$¢ 4™, co daje pole 1/3. Wobec tego

/f(x)de:ilz—I—oo.
0 n:13
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Zadanie 30 . (10 punktéw)
Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczonej
10

/ arctg (\/x2+2+x—1) +arctg (\/x2+2—m— 1) dz .
~10
Rozwigzanie:
Funkcja ¢g: (0, +00) — R okreslona wzorem

2
g(t) =arctg (t —1)+arctg (t - 1)
ma pochodnag
1 Y 1 2
/
g'(t)= + 2 = - 2 =
(=171 (21)Py #2242 @07+ F
! 2 1 L,
CR=2t42  A—44212 22442 2-2412

jest wiec stata. Poniewaz

g(1) =arctg 0+arctg 1 = Z ,

mamy ¢(t) =m/4 dla kazdego t € (0, +00).
Pozostaje zauwazy¢, ze przyjmujac

t=vVa2+2+ux
otrzymujemy

2

S 219

; T +2—x,
skad

s
f(x):g(t):z.

Zatem f jest funkcja stala réwna m/4. W konsekwencji
10

10
/arctg (\/x2+2+x—1)+ar0tg (\/x2+2—x—1) dx:/%dx:&r.

~10 —-10

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$¢ .
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