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Zadanie DS« (10 punktéw)
Funkcja jednokrotnie rézniczkowalna f:R — R jest trzykrotnie rézniczkowalna na
zbiorze R\ {0}, a jej pochodna trzeciego rzedu jest dana wzorem

f"(x)=1 dla.  zeR\{0}.

Ponadto wiadomo, ze f(z)=0 dla xz € {—2, —1, 1, 2}. Wyznaczy¢ f(3).
Rozwigzanie:

Poniewaz .

d 3
a funkcjami o trzeciej pochodnej rownej 0 s funkcje kwadratowe i liniowe, funkcja f jest

okreslona wzorem
3

%+Ax2+Bx+C dla z€(—00,0)
f(m): 3

%+Daz2—|—sz+F dla z€]0, +00)

Przy tym ciagloé¢ funkcji f w punkcie 0 wymaga zgodnosci wartosci okreslonych poda-
nymi wyzej wzorami dla x =0, czyli musi zachodzi¢ rowno$¢ C'= F. Analogicznie roz-
niczkowalnos$é¢ funkeji f w punkcie 0 wymaga zgodnosci wartosci pochodnych pierwszego
rzedu dla x =0, czyli musi zachodzi¢ réwnos¢ B = FE.

Zatem

3

%+Ax2+Bx+C’ dla 2 € (—00,0)
f(x): 23

E_i_Dx2_|_B;c-|—C dla z €0, +00)

Warunki f(z)=0 dla z € {—2, —1, 1, 2} sprowadzaja si¢ odpowiednio do

—4/34+4A—2B+C =0, L))
~1/64+A—-B+C=0, ()
1/6+D+B+C=0, (V)
4/3+4D+2B+C=0. (M)

Rozwiazanie ukladu otrzymanych czterech réwnan (&), (), (V) i (#) prowadzi do
A=1/2, B=1/3, (C=0, D=-1/2.

Ostatecznie

3 2
44 da x € (—o00,0)
) 6 2 3
f(x>_ 3 2
247 da z € [0, 400)
6 2 3 ’

Zatem f(3)=1.
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Zadanie D4 (20 punktow)
Obliczy¢ catke nieoznaczong

/ 213 — 65z i
(x—=8)-(x—=T7)-(x—4)-(x—1)-(z+1)-(x+4)-(x+7)- (x+8)
Rozwigzanie:
Przepisujemy dana catke w postaci
223 — 65z

/(:B—S)-(33—7)-(93—4)-(:v—1)-(:r+1)-(:B+4)-(x+7)-(x+8) d

:/ 2x° —65x do —
(x2—64)- (22 —49)- (22 —16)- (22 —1)

_/ 223 — 65z d:l:'—/ 2x° —6dx dx
(22—64)- (22 —1)-(22—49)-(22—16) ~  J (24—6522+64)- (24— 6522 +784)

a nastepnie podstawiamy t = 2% — 6522 464 i formalnie dt = 2 (223 — 65z) dx. Otrzymuje-
nmy

/ r+2 do L / _oat
(x4 —652%2464)- (z* — 6522+ 784) 2 Jt-(t4+720)°
Rozktad na utamki proste prowadzi do
1 _1/720  1/720
t-(t+720) t  t+720°
co pozwala dokonczy¢ obliczenia:

1 1
- — N dt =
2 / t-(t4720) 1440 / t t+720° 1440

“(In|t|=In[t+720])+C =

= g (oo = 650% 464 —In [ar! — 6527 + 784]) +-C .

Inna posta¢ odpowiedzi:

14140 (ln ‘x —1)+1n ‘x —64’—1n ‘x —16’—1n ‘x —49‘)

Jeszcze inna postaé¢ odpowiedzi:
1

1440
—Injz—4|-Injz+4|—-In|z—7—In|z+7|)+C .

(In|z—1|+In|z+1|+In|z—8|+In|z+8|—

I jeszcze taka postaé odpowiedzi:

1 n (x—1)-(z+1)-(z—8)-(x+8)

1440 (x—4)-(z4+4)-(z—=T7)-(z+7) -
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