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Zadanie DT (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)
k
(VIR VB VIV b Vi B 2 T V)
1m m
= (Y14 V24 VB4 VA+ VB4 .+ In—3+n—2+ n—1+ ¥n)
dla tak dobranych wzglednie pierwszych liczb naturalnych £ i m, aby granica ta byta
liczba rzeczywista dodatnia.
Rozwigzanie:
Oczekujemy, ze suma wystepujaca w liczniku jest rzedu wielkosci n®/2, gdyz mamy tam
n sktadnikéw, a wiekszosé z nich jest rzedu n'/2.
Zauwazmy, ze
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gdzie f(x)=+/=.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciagowi podzialéw przedziatu [0, 1] na n przedzialéw réwnej dtugosci 1/n daza
do catki oznaczonej:
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Analogicznie oczekujemy, ze suma wystepujaca w mianowniku jest rzedu wielko-
$ci n*/?, gdyz mamy tam n sktadnikéw, a wiekszo$¢ z nich jest rzedu n'/3.

Zauwazmy, ze
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gdzie g(z) = Jw.

Poniewaz funkcja ¢ jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciagowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedzialéw réwnej dtugosci 1/n daza
do calki oznaczone;j:
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oile 3k/2=4m/3, czyli k=81 m=09.
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Dla tych wartosci k£ i m szukana granica jest rowna
28 . 49 226
38.39 317"

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ciggu jest réowna 226/317 dla k=8 i m=9.
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Zadanie D& (10 punktéw plus ewentualna premia)
Rozstrzygnac, czy warto$¢ catki oznaczonej

12
/ Va2 +adx
10

jest mniejsza czy wigksza od 10.
Rozwigzanie:
Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:

fla)=Va2+4.

Wobwezas
—2/3

f(z)= 2; (22 +4)
oraz
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skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale [\/12, +oo) zawierajacym

< 0, o ile 2 >12,

interesujacy nas przedzial catkowania [10, 12].
Poniewaz f(11) =5, wykres funkcji f w przedziale catkowania lezy ponizej' stycznej
do wykresu w punkcie (11, 5). Wobec tego

flx) <5+ f'(11)- (x —11) dla  ze(10,12)

i w konsekwencji
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/\3/x2+4dx< /5+f’(11)-(x— 11) dz = 10.
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Wartos¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykona¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 10.

Uwaga 1: Bez trudu mozna wyliczy¢, ze f'(11) =22/75 i wstawié¢ te wartosé do wzo-
row wystepujacych w rozwigzaniu, ale jest to catkiem zbyteczne z matematycznego punk-
tu widzenia. Moze to by¢ jednak wskazane ze wzgledow medycznych (wiekszy komfort
psychiczny osoby rozwiazujacej zadanie).

Uwaga 2: Przy pomocy komputera mozna wyliczy¢, ze wartos¢ podanej calki jest
w przyblizeniu réwna 9,9974.

ITakie sformulowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnoéci wymagaloby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznosci lezy na stycznej, a nie ponizej niej.
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