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Zadanie 9. (10 punktéw)
Rozstrzygnac, czy warto$¢ catki oznaczonej

8
/\/x3—54dx
6

jest mniejsza czy wigksza od 34.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez f funkcje podcatkows:

f(x)=+vax3—54
Wowczas "

;o 3 3 —1/2
fl(z)= 5 (:L’ —54)
oraz \
_ 9 _
f'(x) =3z (x3 — 54) vE_2r (a:?’ — 54) i

1224 — 648z , , -3/2 9zt /4 -3/2 122 — 648z —9z* , . ~3/2
:f-(x —54) —T-(x —54) = ; (2P —54) T =
3zt — 648z , 4 -3/2  3x-(2*—216) , . ~3/2
B () VB 20) (g
skad wynika, ze funkcja f jest SciSle wypukla w przedziale [6, +00) zawierajacym inte-
resujacy nas przedzial catkowania [6, 8].

Poniewaz f(7) =17, wykres funkcji f w przedziale calkowania lezy powyzej! stycznej
do wykresu w punkcie (7,17). Wobec tego

fx)>17+f(7)-(z=7) dla  z€(6,8)

> 0, oile  2%>216,

i w konsekwencji
8 8
/\/x3—54dx>/17—|—f'(7)~(x—7) dr=34.
6 6

Wartos¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykona¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest wieksza od 34.

Uwaga: Bez trudu mozna wyliczyé, ze f'(7) =147/34 i wstawi¢ te warto$é¢ do wzordw
wystepujacych w rozwiagzaniu, ale jest to zbyteczne, gdyz ta wartos¢ nie ma wplywu
na otrzymane oszacowanie.

ITakie sformulowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnoéci wymagaloby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznoéci lezy na stycznej, a nie powyzej niej.
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Zadanie 00, (10 punktéw)
Obliczy¢ wartosé catki

V3
1
x arctg —dx .
x
V3

Rozwigzanie:
Rozwigzanie biedne:

—dt
Wykonujemy podstawienie x=1/¢, czyli t =1/z i formalnie dz = —~. Otrzymujemy
(w miedzyczasie catkujac przez czesci):

V3 1/V3 1/V3
1 arctg t 1
/xarctg—dx:— / dt =— / —-arctg t dt =
x 3 t3
—/3 -1/V3 -1/V/3
1/v3 1/V3 1/v3
1 ot 1 // 1 1 di 3 © 3 —m 1 // 1 1 i
= ——.arc — e —_ e — — — e — . - —
gz M8 9 2 2+17 726 26 2 221
I=—1/V3  —1/V3 ~1/V3
1/V3
T 1 1 T 1 T T T T
=———.| ———arctgt =—— | —-V3—=— — = — 3+—=
SN B 272 ( 6 6) 7 HV3+G
t=—1/V3
27

BLEDY:

1° Wykonane podstawienie nie przeprowadza przedziatu catkowania {—\/g, \/5} na

przedzial [— 1/v/3, 1/\/§} :

2° Uzyskana w wyniku btednego podstawienia catka niewtasciwa jest rozbiezna. Funk-
cja podcatkowa ma osobliwos¢ w punkcie 0.

Sposéb I:

Funkcja podcatkowa jest parzysta, a zatem

V3 V3
1 1
xrarctg —dr=2- | xarctg —dx.
x x
3 0

—dt
Wykonujemy podstawienie x=1/¢, czyli t =1/z i formalnie dx = —~. Otrzymujemy
(w miedzyczasie catkujac przez czesci):

V3 1/vV3 o)
1 arctg t 1
x arctg —dr=— —dt= —-arctg t dt =
x t3 t3
0 [e'e) 1/\/5
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L tgt —|—1 7 ! L dt
= -arc —- — - ——dt=
T M 2 ] 2 et
t=1/v3 1/V3
1'(1 tt>+3 +171 L g
= lim -arc - — —_ -
i\ 22 M) T T | 2T e
1/V3
T 1 1 - T 1 T T T V3
MR B 173 ( 2+\/_+6> 17276
t=1//3
L V3
T2 2
Odpowiedz: Wartoé¢ podanej calki jest réwna v/3+ %
Sposob I1:
Funkcja podcatkowa jest parzysta, a zatem
V3 V3
1 1
/ x arctg —dw=2-/marctg —dx .
x x
V3 0
Korzystamy z rownosci
1
arctg—:z—arctgx dla x>0.
x 2
Otrzymujemy (w miedzyczasie catkujac przez czesci):
V3 V3 V3
1 s T
/xarctg fdx:/x- <2—arctg;v> da::§~/:vd /a: arctg x dx =
0 v 0 0
V3 V3
Tz’ x?-arctg x v x? 3 w1 v 1
Sl TS O A R ) T
4 2 2 J 2241 4 2 2 x2+1
=0 =0 0 0
" V3 V3
T 1 T 1 T T 3 ™ 7 3
g | rTater 4+2(\f 3) 1T T 2T
=0

Odpowiedz: Wartoé¢ podanej calki jest réwna v/3+ %
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